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estudante de doutorado da UnB e recebo uma bolsa de estudo da CAPES.
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mesma bolsa que viabilizou que eu pudesse deixar o meu emprego para me
dedicar as minhas atividades académicas. Ou seja, a sociedade ja me oferece
meios para que eu possa me dedicar a estas atividades, o que inclui a producao
deste livro. :-)

Nao vejo sentido em um professor de uma universidade publica, que ja
recebe um saldrio do governo para que produza conhecimento, ter monopdlios
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ao lucro ou a exploragdao da producéo cientifica. E uma critica ao monopdlio
sobre os direitos de uso daquilo que foi produzido com dinheiro piblico. Nao
faz sentido que a sociedade faca esse tipo de investimento e depois nao possa
ter acesso ao que foi produzido. Livros é o menor dos problemas. Vemos que
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pesquisas para o desenvolvimento de medicamentos ou qualquer outra coisa que
va melhorar a qualidade de vida da populagao, como melhoria na alimentagao
e acesso ao lazer, sao feitas com dinheiro publico em parceria com instituicoes
privadas de modo que a sociedade acaba sendo privada de seus frutos. Nao
acredito que seja errado fazer parceria com instituigoes privadas. O que nao
se pode é privar a sociedade dos frutos do trabalho no qual investiu. Vemos
instituicoes de pesquisa se valerem de recursos piblicos durante as pesquisas
e depois correrem atras de registros de patentes e coisas do tipo que servem
apenas ao propésito de privar a sociedade dos frutos dessa mesma pesquisa.
Se o governo, por exemplo, a uns 10 anos atrés tivesse comegado a financiar
a producao de livros e exigisse que o fruto desse trabalho fosse verdadeiramente
livre (como € este livro), hoje nao farfamos licitagoes para a “compra” de livros;
farfamos uma licitacdo para a impressao e a distribuigao desses livros. Falta
visao de longo prazo. Deveriamos investir na produgao de livros livres. O
autor deve sim receber por seu trabalho. S6 que deve receber enquanto faz o
trabalho, e nao depois através do recolhimento de taxas e de mecanismos de
opressao, como os que apreendem méaquinas de fotocopia nas universidades.
Tenho varios amigos que fazem cépias de muitos livros. Sempre lembro
a eles que quando virarem autores nao devem “virar a casaca” e comecar a
perseguir os que fazem cépias. Gostaria de fazer o mesmo pedido ao leitor! :-)

Brasilia, 23 de abril de 2010,
André Caldas



Sumario

E G Tivrd i
Sumario iv
[Preficid vi
I Espacos Meétricos| 1
|L Definicao e Propriedades| 2
1.1 Definicao] . ... ... ... ... ... 2
[1.2 Propriedades Elementares| . . . . ... ... ... ........ 4
1.3 xemplos| . . ... 6
|2__Topologia Usando uma Métrical 8
2.1 Sequencias e Convergencial. . . . . . . . . . ... 8
mnuidade] . . ..o oo 10

2.3 Topologia com Bolas| . . . . . ... ... ... ... ... ... 11
[3__Topologia de Espacos Meétricos: releitural 13
3.1 1zinhancas| . . . . . . . ... .o Lo 13
3.2 Continuidade em um Pontol . . . . . .. .. ... ... ... .. 16
8.3 Base de Vizinhancas| . . . . .. ... ... ... .. 16
[3.4 Conjuntos Abertos| . . . . ... .. ... ..o 17
inuinuidade em Todo Pontol . . . . . . .. ... ... ... 19

Il Topologia Geral| 21
4 Motivacao e Definicoes| 22
A V] o . . . 22
4.2  Definicao] . . . . ... ... 24
4.3 Vizinhancas e Base de Vizinhancas de um Ponto| . . . . . . .. 25
4.4 Continuidade em um Pontol . . . . . .. ... .. .o 27
45 Continuidadel . . . . . ... ... 28

|5 Construindo Topologias| 30
H.1 omparando Topologias| . . . . . . ... ... ... ... .. 30
B2 _SubBasel . . .. ... 32

iv



Sumario

v
B3 Based . . . ... 36
6 Topologias Derivadas de Outras Topologias| 39
6.1  Topologia de um Sub-Espaco| . . . .. ... ... 39
[6.2 Topologia Produto| . . . . ... ............... ... 39
[6:3 Topologia Inicial] . . . . .. .. ... ... ... .. ....... 39
[6. opologia Finall . . . . . . . . .. ... 39

6.5 Topologia Quociente] . . . . . . . . . ... ... 39




Prefacio

Os livros que tratam do assunto topologia parecem se dividir em duas
categorias:

e Comegam com definigoes abstratas e pouco motivadas.
e Tratam apenas de espagos métricos.

Os espagos métricos sao sem duvida a melhor motivagao para o estudo da
topologia geral. No entanto, existem muitos conceitos, como os de sequéncia de
Cauchy, completude, limitagdo e continuidade uniforme, que nao sao conceitos
topoldgicos. O que acontece é que os textos que tratam de topologia dos espacos
métricos dao muita énfase a esses conceitos, a equivaléncia de métricas, ao
completamento de espacos, e por ai vai. O fato é que dessa forma nao se tem
um curso de topologia, tem-se um curso de espagos métricos.

Por outro lado, sem falar de espagos métricos é muito dificil dar alguma
motivacdo para o que venha a ser uma topologia. Assim, neste livro, fizemos
uma introdugao rapida aos espagos métricos sem nenhuma mengao a questoes
que nao sejam puramente topoldgicas. Falamos de bolas, de convergéncia e de
continuidade. A idéia é a de se fazer uma transigao entre as formulagoes que
enfatizam mais a métrica até chegar a formulagdes que dependam apenas da
topologia do espago.

Um outro diferencial deste livro estd na busca por maneiras alternativas de
se olhar para os fenomenos topolégicos. Em geral os conjuntos abertos recebem
atencao demasiada. Por exemplo, quando estudamos analise funcional, estamos
bastante interessados na continuidade de operadores lineares em topologias
que sao invariantes por translacoes. Neste caso a continuidade se resume a
continuidade na origem. Quando consideramos a continuidade em um tnico
ponto do espago, a preocupagao em demonstrar que determinados conjuntos
sao abertos é um exagero desnecessario. Deverifamos nos preocupar se estes
conjuntos sao ou nao wizinhancas de 0. A intencao é que o leitor consiga
identificar maneiras alternativas que melhor se adaptem ao fenémeno que esta
sendo analisado. Para um determinado caso, talvez o melhor seja considerar
abertos, talvez vizinhancas, redes, sequéncias, fechados, filtros e etc.

vi



Parte 1

Espacos Métricos



CAPITULO

Definicao e Propriedades

Vamos descrever (definir) o que se entende por espago métrico (definigdo ,
e estudar propriedades desses espagos que nos motivarao a definir o conceito
mais geral de espago topoldgico (defini¢ao .

Os conhecimentos adquiridos neste capitulo serao importantes para que
o leitor possa ter exemplos concretos e também motivacao suficiente para
reconhecer a utilidade e aceitar com naturalidade os conceitos que serao
apresentados nos capitulos seguintes.

1.1 Definicao

Um espaco métrico é um conjunto X, munido de uma métricad : X x X — R*.
A métrica faz com que esteja definida uma nogao de distancia entre os pontos
de X.

Definigao 1.1 (Métrica). Seja X um conjunto qualquer. Uma métrica definida
sobre X € uma funcgao

d: XxX — Rt
(z,y) = dz,y)

que, para todo x,y,z € X, satisfaz
1. d(z,y) =0z =y.
2. d(z,y) = d(y, v).
3. d(x,2z) < d(x,y)+d(y,z). (desigualdade triangular)

Dizemos que (X,d) é um espago métrico. Em geral, por um abuso de
linguagem, quando a métrica d estd subentendida, dizemos que X € um espago
métrico.

Em R"™, a métrica usualmente adotada é a métrica euclidiana, dada por




1.1. Definicao

Onde z = (1,...,2Zn) ey = (Y1, - -, Yn)-

Em vérias situagoes, o item da definicdo de métrica, nos permitird
concluir que dois pontos x,y € X sao de fato o mesmo ponto. Basta mostrar
que d(z,y) = 0. O item é o mais importante da defini¢ao. E este item que
abstrai a idéia de que a distancia entre dois pontos estd intimamente relacionada
com o “menor caminho” entre dois pontos:

Se existe um caminho A, partindo de z e indo para y, e um caminho
B, partindo de y e indo para z, entdo, a menor distancia (ou o infimo
dos comprimentos dos caminhos partindo de x e indo para z) nao
é maior do que a soma dos comprimentos de A e B. (ﬁgura

¥4

Figura 1.1: Desigualdade triangular: C' < A + B.

Definigao 1.2 (Bola). Seja (X,d) um espago métrico, x € X ee > 0. A bola
de centro x e raio € é o conjunto de todos os pontos que distam de x menos

que €:
B.(z) ={y e X | d(z,y) < €}

Figura 1.2: A bola de centro x e raio ¢.



1.2. Propriedades Elementares

1.2 Propriedades Elementares

Nesta secdo, (X,d) é um espago métrico. As propriedades mais interessantes
dos espacos métricos sao conseqiiéncia da desigualdade triangular. Muitas
vezes, essas propriedades sdo mais fdceis de serem visualizadas quando
consideramos a distancia euclidiana em R?. Ou seja, quando fazemos um
desenho em uma folha de papel. E importante enfatizar no entanto, que os
resultados dependem apenas das propriedades das métricas (definigao . 0]
desenho melhora a intuigao, mas nao é uma demonstragao.

Todas as proposicoes deste capitulo sao muito simples. O leitor deve ser
capaz de completar as demonstracoes que afirmam, por exemplo, que basta
tomar um certo § > 0 para concluir a demonstragao.

Proposigao 1.3. Sejam x € X ee > 0. Entdo existe n € N tal que

B (l’) - Bg(.’lf)

Demonstracdo. Basta tomar n grande o suficiente para que % <e. O

A seguinte proposicdo, apesar de muito simples, é fundamental para o
desenvolvimento de toda a teoria que se seguira, e é conseqiiéncia direta da
desigualdade triangular.

Proposigao 1.4. Sejamxz € X, e >0 e

y € Be(x).

Entao, existe § > 0 tal que
Bé(y) C Bs(x)

Veja a figura[1.3

Figura 1.3: Para cada ponto y da bola B.(x), temos uma “bolinha” centrada
em y e toda contida em B.(x).



1.2. Propriedades Elementares

Demonstragdo. Basta tomar 6 < € — d(x,y). Neste caso,

z € Bs(y) = d(y,z) <6
=d(z,2) <d(z,y)+d<e
= z € B.(z).

O

Proposicao 1.5. Sejam x1,x2 € X, e £1,62 > 0. Entdo, dado z € B, (x1) N
Be,(x2), existe § > 0 tal que

B;s(z) C B, (z1) N Be, (x2).

Veja a figura[17)
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Figura 1.4: Para cada ponto z da intersecdo Be, (z) N Be,(y), temos uma
“bolinha” centrada em z e toda contida na intersegao.

Demonstragdo. Pela proposigao [1.4] existem dq,d2 > 0 tais que

B51(Z) C BE1(371)
Bs,(z) C  Be,(x2).

Basta portanto tomar qualquer § < min(dy, d2). O

Repare que a proposigdo “vale” para qualquer nimero finito de bolas
B, (x1),...,Be, (x,). Mas ndo “vale” para um ndimero infinito de bolas.

Proposigao 1.6. Sejam x,y € X dois pontos distintos de X. FEntdo existe
e >0 tal que
Be(r) N B:(y) = 0.

Veja a figura[1.5



1.3. Exemplos

Figura 1.5: Dois pontos distintos =z e y podem ser “separados” por bolas
disjuntas.

Demonstra¢go. Como = # y, temos que d(x,y) > 0. Basta tomar

d(z,y)

<
£S5

Proposigao 1.7. Seja x € X. Entdo,

() B:(x) = {x}.

e>0

Demonstra¢do. Basta mostrar que dado y € X com y # x, existe ¢ > 0 tal que

Basta tomar ¢ < d(z,y). Ou entdo notar que isso segue como um caso
particular da proposicao |1.6 O

1.3 Exemplos

Exemplo 1.8 (Métrica Usual dos Reais (métrica euclidiana)). Considere o
conjunto dos numeros reais R. A seguinte métrica é a métrica usual dos
numeros reais:

d.(z,y) = |y — z|.

O espago (R, d|.|) é um espago métrico.

Exemplo 1.9 (Métrica Discreta). Seja X um conjunto qualquer. Entao,
definimos a métrica discreta em X por

0, z=



1.3. Exemplos

Exemplo 1.10 (Métrica Euclidiana de R™). Considere o espago vetorial R™.
Agora, defina
d(:z;y) = Hy - $H7

onde ||-|| é a norma euclidiana de R™. O espago (R",d) é um espago métrico.
Além do mais, possui as seguintes propriedades:

1. Para todo a,z,y € R", d(z + a,y + a) = d(z,y).
2. Para todo z,y € R" e a € R, d(az, ay) = |a|d(z,y).
Poderiamos ter feito o mesmo para C".

Exemplo 1.11 (Os Complexos e o R?). Podemos identificar um ndmero
complexo z = a + Bi € C com o elemento (o, 3) € R2. Assim, usando a
métrica euclidiana de R2?, obtemos a métrica

d(a + Bri, a + Bai) = /(az — a1)2 + (B2 — B1)2.

Exemplo 1.12 (Identificando Dois Conjuntos). O que fizemos no exemplo
poderia ter sido feito para qualquer aplicagao injetiva. Se (X, dx) é um
espago métrico, e f : Y — X é uma injecao partindo de um conjunto qualquer
Y, entao podemos definir a seguinte métrica no conjunto Y:

dy (y1,y2) = dx (f(y1), £ (42))-

Exemplo 1.13 (Restri¢do a um Subconjunto). Seja (X, d) um espago métrico
e A C X. Entao, (A,d|axa) é também um espago métrico. De fato, esta
construgao ¢ exatamente o que foi feito no exemplo [I.12] onde a identificagao
entre A e X ¢é a identidade:

d: A — X.
a — a

Exemplo 1.14. Seja X um conjunto qualquer. Denote por F' o conjunto de
todas as fungdes f : X — R. A seguinte fun¢do NAO é uma métrica em F":

d(f,g9) = Sup lg(z) — f(z)].

Isso porque é possivel que d(f,g) = oo. No entanto, se considerarmos o
conjunto F’ = {f € F | d(f,0) < oo}, onde 0 representa a funcao constante de
valor 0, entao (F’,d|r/) é um espago métrico. Note que poderfamos ter usado
qualquer outra fungao no lugar de 0.

Sempre podemos fazer isso quando uma fungao d: X x X — Rt U {co}
satisfaz, com excecdo da possibilidade de assumir o valor oo, as condigoes
para ser uma métrica listadas na definicao [1.1} Esse artificio é utilizado por
exemplo, em andlise funcional, quando se estudam os chamados espagos LP.
E importante notar que a funcao d: X x X — Rt U {co} estd bem definida.
Apenas nao é uma métrica se assumir o valor co.



CAPITULO

Topologia Usando uma
Meétrica

Vamos ver como a métrica (distadncia) é utilizada para descrever aspectos
topoldgicos dos espagos métricos. Veremos como uma métrica € utilizada para
descrever convergéncia de seqiiéncias (deﬁnigéo e continuidade de funcgoes
(definicao € proposicao .

Neste capitulo, (X, d) é um espago métrico.

2.1 Seqiiéncias e Convergéncia

Seja n € N. A sequéncia de pontos z,, = L é tal que, “na medida que n se
n ?
torna suficientemente grande, a sequéncia x,, se aprorima de 0”. Nesta sessao,

vamos formalizar o que entendemos por:

Na medida que n se torna suficientemente grande, + se aproxima

de 0. !

Para um espaco métrico X, a nogao de “se aproxima de” é um tanto quanto
natural, ja que temos uma métrica que nos dd uma nocgao de distancia. A grosso
modo, z,, € X se aproxima de x quando a distancia entre z,, e x, d(z,, ), se
aproxima de 0. Faltaria entao definir o que significa dizer que a sequéncia de
nimeros reais d(z,,z) “se aproxima” de 0.

Definigao 2.1 (Convergéncia). Sejam (X,d) um espago métrico e x, € X
(n € N) uma sequéncia de pontos de X. Dizemos que x,, converge para um
certo x € X, e denotamos tal fato por

Ty — T,

d . ) N L
- ou x, — x, se quisermos enfatizar que a convergéncia é na métrica d —
quando para todo € > 0, existir N € N tal que

n>N=d(z,,z) <e.

Também dizemos que x € o limite da sequencia x,, e escrevemos r = lim x,,.




2.1. Seqiiéncias e Convergéncia

Figura 2.1: A sequéncia QL “se aproxima” de 0.

A definicao generaliza o que ja fazemos para os numeros reais. No caso
dos numeros reais, usualmente adotamos a métrica d(z,y) = |y — z|.

Definigao 2.2 (Convergéncia usual em R). Seja a, € R (n € N). Dizemos
que oy, converge para « € R, e denotamos tal fato por a,, — «, quando para
todo € > 0, existir N € N tal que

n>N=|a—a,| <e.

Poderfamos ter tomado um outro caminho. J& de posse da definigao [2.2]
poderiamos ter definido convergéncia em espacos métricos de acordo com a
seguinte proposigao.

Proposicao 2.3. Seja z,, € X uma sequencia. Faca d,, = d(zn,x). Entdo
Tn =T & dy, — 0.

Onde a convergéncia do lado direito é dada pela definigdo ou,
equivalentemente, pela métrica euclidiana em R.

Demonstracao. E evidente, pois d(x,,x) — 0 se, e somente se, para todo & > 0,
existir N € N tal que
n>N=d(z,,z) <e.

O

Proposicao 2.4. Seja x, € X uma sequencia e x € X. FEntdo sao
equivalentes:

1. A sequéncia converge para x: T, — T.
2. Para todo € > 0, existe N € N tal que n > N = x,, € B.(x).

3. Para todo m € N, existe N € N tal que n > N = z,, € B1 (x).

Demonstragdo. A equivaléncia entre os itens (2) e (3) segue da proposi¢ao
Para a equivaléncia entre e , basta notar que z, € B.(z) &
d(xy,, ) < €, e entdo fazer a substituicdo na definigdo O



2.2. Continuidade

Definicao 2.5 (Métricas topologicamente equivalentes). FEngquanto ndo
definimos o que € uma topologia, vamos dizer que duas métricas di e dy sobre
X determinam a mesma topologia (sao topologicamente equivalentes) quando

d1 d2
Ty — TS Ty — T.

O objetivo da primeira parte deste livro é o de dar motivagao para os
conceitos de topologia geral que serdo apresentados na segunda parte. A este
propésito serve a proposicao[2.4, que apresenta maneira alternativas de se olhar
para a convergéncia de sequencias em espagos métricos. Na medida em que
substituimos a métrica d(x,,x) pela bola B.(z), as formulacoes ficam mais
parecidas com suas correspondentes para espacos topoldgicos gerais

2.2 Continuidade

Olhando para o gréafico de uma func¢ao f : R — R na figura 2.2} vocé diria que
f é continua em a?

Figura 2.2: Como formular matematicamente que f é descontinua em a?

De que modo podemos expressar formalmente o significado de f ser ou nao
continua em a? Note que no exemplo da figura [2.2]

f(a—ki) 24 f(a).

Muitos expressam esse fato dizendo que f tem um “salto” em a.

Definicao 2.6. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos. Dizemos que
f: X =Y € continua em a € X quando

an%aif(an)%f(a)'

Definigao 2.7. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos. Dizemos que
f: X =Y € continua quando for continua em todo ponto a € X.

Notagao. Também escrevemos f:(X,dx)— (Y,dy) para indicar que
estamos considerando os espagcos métricos (X,dx) e (Y,dy), e que f é uma
funcdo de X em Y.

10



2.3. Topologia com Bolas

Observagao 2.8. A continuidade depende apenas da “topologia” dos espacos
considerados. Se f:X — Y é continua quando considerados os espagos
métricos (X,dx) e (Y,dy), entdo serd continua nos espagos (X, d’) e (Y, d})
sempre que as métricas dx e dy forem equivalentes a d’y e di-, respectivamente.

2.3 Topologia com Bolas

Até o presente momento, temos trabalhado com sequéncias. Nesta secdo vamos
formular os mesmos conceitos utilizando bolas. Para que a transicao entre
sequéncias e bolas seja suave, vamos comegar reavaliando a proposigao

A proposigao afirma que dizer que x,, converge para x é o mesmo que dizer
que toda bola centrada em z contém todos os x,, exceto talvez para uma
quantidade finita de indices n. Note que na proposicao [2.4] faldvamos em “para
todo € > 0”7, mas isso é o mesmo que dizer “para toda bola”!

Resumindo o que ja havia sido feito, temos a seguinte caracterizagdo para
a convergéncia de uma sequéncia.

Proposigao 2.9. Seja X um espagco métrico e x, € X uma sequéncia de
elementos de X. Entao, x, converge para x € X se, e somente se, para toda
bola B.(x) centrada em x, existir N € N tal que

n>N =z, € B.(x).
Demonstragdo. Veja a proposicao [2.4] O

Proposigcao 2.10. Sejam X e Y espacos métricos. Entdo as seguintes
afirmacoes sao equivalentes:

1. A fungao f : X — Y € continua em a € X.

2. Para toda bola B,y = B:(f(a)) centrada em f(a), existe uma bola B, =
Bs(a) centrada em a, tal que

f(Ba> C Bf(a)~

3. Para toda bola B = B.(f(a)) centrada em f(a), f~Y(B) contém alguma
bola centrada em a.

Demonstragao. m &

A equivaléncia entre os itens e é evidente, ja que dizer que existe
uma bola é o mesmo que dizer que existe § > 0.

- @=-0

Vamos mostrar que o item implica na continuidade de f no ponto a de
acordo com a definicao Seja ©, — a. Vamos mostrar que f(x,) — f(a).
Tome uma bola qualquer B centrada em f(a). Por hipStese, existe uma bola
B, centrada em a tal que

f(B,) C B.

11



2.3. Topologia com Bolas

Pela proposicao temos que z,, € B, exceto para um numero finito de
indices n. Ou seja, f(zy) € f(Bs) C B, exceto para um numero finito de
indices. O que pela proposigao é o mesmo que dizer que f(z,) — f(a).

» @=-6

Suponha entao que o item nao vale. Neste caso, existe uma bola B
centrada em f(a) tal que f~(B) ndo contém nenhuma bola centrada em a.
Para cada n € N, escolha @, € Bi(a) tal que f(zn) ¢ B. A sequéncia xy,
converge para a (por qué?), mas f(z,) nao converge para f(a) (por que?). O

Observagao 2.11. Repare como o item se assemelha a definicdo de
continuidade que utiliza argumentos do tipo € — ¢:

Para todo € > 0, existe § > 0 tal que

d(z,a) < =d(f(z), f(a)) <e.

Observagao 2.12. Para mostrar que a negagao do item implica na nao
continuidade de f, construimos uma sequéncia x,, — a tal que f(z,) 4 f(z).
Para isso, utilizamos as bolas B1 (a) e a proposigao
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CAPITULO

Topologia de Espacos
Meétricos: releitura

Neste capitulo, vamos fazer uma releitura do que estudamos no capitulo
Desta vez, vamos tentar eliminar o méaximo possivel os argumentos do tipo
“epsilon e delta”. O objetivo é apresentar a topologia dos espacos métricos
utilizando a métrica o minimo possivel, de modo a tornar a apresentacao dos
conceitos mais parecida com seus correspondentes quando trabalhamos com a
chamada topologia geral (defini¢ao .

O conceito mais importante e mais enfatizado nos cursos de topologia é
o de conjunto aberto (defini¢do . No entanto, o conceito de wvizinhanca
(definicao é muito mais fundamental e mais natural, principalmente
quando se faz o paralelo entre o ponto de vista da topologia geral e a topologia
dos espagos métricos. O conceito de vizinhanga é muito mais proximo e
generaliza muito melhor o que se faz quando se utiliza argumentos com bolas,
ou argumentos do tipo “epsilon e delta”, muito comuns quando tratamos de
espagos métricos.

3.1 Vizinhangas

Quando falamos de convergéncia e continuidade nos capitulos anteriores,
estdvamos de posse de uma métrica. A métrica nos dava a nocao de distancia
que nos permitia falar de “proximidade”. Quando dizemos que x, converge
para x, nao estamos de fato interessado nos pontos que estao “longe” de .
Estamos interessados apenas nos que estao “proximos”. De fato, poderiamos
nos restringir apenas a bolas “pequeninas”. Poderfamos nos restringir a bolas
de raio menor que 1. Ou entdo, a bolas de raio QL Ou, de modo um pouco
mais geral, poderiamos nos restringir a bolas de raio ¢, > 0, onde &, é uma
sequéncia qualquer tal que €,, — 0.

Quando z,, converge para x, é porque se V' é um conjunto que contém x e é
de certa forma um conjunto suficientemente grande, contera toda a sequéncia
T,, exceto para uma quantidade finita de indices n. Esse suficientemente
grande, no caso de espagos métricos, significa que existe uma bola B centrada
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3.1. Vizinhancas

em z tal que B C V. A esses conjuntos suficientemente grandes, chamamos de
vizinhangas de z. (veja a proposicao [2.9)

Definigao 3.1. Seja X um espago métrico e x € X. Todo conjunto V. C X
que contém uma bola centrada em x é chamado de vizinhanga de x. Denotamos
por YV (x) o conjunto de todas as vizinhangas do ponto x.

Figura 3.1: O conjunto V' é uma vizinhanga z pois é “grande” o suficiente para
conter uma bola centrada em .

E imediato que toda bola centrada em x é uma vizinhanca de x. Mais do
que isso, pela proposicao [[.4] uma bola é vizinhanga de todos os seus pontos.
Esta propriedade estd formalizada na proposigao seguinte.

Proposicao 3.2. Se B C X € uma bola em um espag¢o métrico X. Entao,
yeEB=BeV(y).
Ou seja, uma bola € vizinhanca de todos os seus pontos.

Demonstragdo. Veja a proposigao [[.4 Ou, para um argumento mais visual,

compare as figuras [T3] e 3] O

A seguir, apresentamos algumas propriedades elementares das vizinhancas
de um ponto.

Proposigao 3.3. Seja X um espaco métrico e x,,x € X. Entdo
Tp > T

se, e somente se, para toda vizinhanga de x, V € V (x), existir N = Ny € N
tal que

n>N=uzx,ecV.

Demonstragao. Tome uma bola B centrada em x tal que B C V. Para esta
bola existe N = Np tal que

n>N=uz, €B.
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3.1. Vizinhancas

Em particular,
n>N=uzx,cV.

O

Proposigao 3.4. Seja X um espaco métrico e x € X. Entao valem as
seguintes afirmagoes sobre a familia V (x) de todas as vizinhangas de x:

1. Se AeV(x) e AC B, entio B €V (x).

2. A intersecdo de duas vizinhancas de x também é uma vizinhanca de x.
Ou seja, se A,B €V (z), entio ANB €V (z).

3. Se A € V(x) entdo existe B C A tal que x € B e B é vizinhanga de todos
0s seus pontos.

Demonstracdo. O item é imediato.

O item ¢é imediato do fato que as bolas centradas em x sao totalmente
ordenadas. Ou seja, a que tiver o menor raio estard contida em ambos os
conjuntos.

O item é uma re-interpretacao da proposigao Basta tomar B como
sendo uma bola centrada em x contida em A. O

Observacgao 3.5. Das propriedades listadas na proposicio oitem (3) é o
de interpretacao mais dificil. Vamos voltar a discuti-lo no capitulo ??. Uma
das implicagoes do item , é a seguinte. A explicacdo pode ser acompanhada
na figura Seja V € V (z). Suponha que para cada n € N tenhamos uma
sequéncia x» & V, indexada por m, que converge para z,. Entao, nao é
possivel que a sequéncia z,, convirja para z. De fato, o item da proposicao
implica na existéncia de uma vizinhanca aberta de = contida em V. Vamos
chamar essa vizinhanga de B, que na figura representamos sugestivamente como
uma “bola”. Assim, se tivéssemos que x, converge para x, teriamos que para
algum k € N, 21, € B. Como B também ¢é vizinhanga de zj, (j& que é vizinhanga
de todos os seus pontos), e como =¥ — z}, terfamos que para algum j € N,
2% € B. Contrariando o fato de que % ¢ V.

Figura 3.2: Se z, — z, entdo algum z, pertence a V. Este fato se deve ao

item da proposigao
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3.2. Continuidade em um Ponto

3.2 Continuidade em um Ponto

Usando vizinhangas para expressar continuidade a formulagdo fica muito
simples. O trabalho todo ja foi feito na proposicao [2.10)

Notagao. Seja X um conjunto. Chamamos de partes de X, e denotamos por
P (X) a famdia formada por todos os subconjuntos de X .
Sef: X =Y eFCP(Y), escrevemos f~(F) para indicar a familia

FFUFR) ={f'(A)AecF}
Assim, podemos olhar para f~1 como sendo a aplicagdo

7l PY) = P(X)
A = f7H(4)

Proposicao 3.6. Sejam X eY espagos métricos. Entao f : X — Y € continua
em a € X se, e somente se,

I (f@) €V (a).

Demonstragio. Tome V € V(f(a)). Entdo existe uma bola B centrada em
f(a), tal que B C V. Pela proposi(;éo f~YB) €V (a). Como f~1(B) C
F~HV), temos que f~1(V) € V (a).

Por outro lado, se f~*(V(f(a))) C V(a), teremos que em particular
f~Y(B) € V(a) para toda bola centrada em f(a). Ou seja, f~(B) contém
uma bola centrada em a para toda bola B centrada em f(a). Novamente, pela
proposigao [2.10] isso implica que f é continua em a. O

Em se tratando de espagos métricos, tanto a defini¢ao 2.6 quanto qualquer
uma de suas formulagoes equivalentes dadas pelas proposigoes [2.10] e [3.6]
poderiam ser utilizadas como a definicio de continuidade em um ponto.
Poderiamos ter escolhido um caminho diferente e adotado uma definigao de
continuidade no estilo

Para todo € > 0 existe § > 0 tal que
d(z,a) <6 =d(f(z), f(a)) <e.

Cada caracterizagdo enfatiza um aspecto diferente do fendémeno de
continuidade. E importante que nao nos acomodemos a apenas uma delas,
mas que escolhamos a mais adequada a situacao.

3.3 Base de Vizinhancas

Quando definimos o que seriam as vizinhangas de um ponto x € X de um
espago métrico, utilizamos as bolas centradas em xz. Chamando de B a familia
das bolas centradas em x, temos que

BCV(x)

Além do mais, todo conjunto V € V (z) contém um conjunto B € B. Ou
seja, a sub-familia B determina quais sao as vizinhangas de x. Poderiamos ter
nos restringido as bolas de raio % para compor a familia B. As vizinhancas
“geradas” por essa nova familia B seriam exatamente as mesmas.
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3.4. Conjuntos Abertos

Definicao 3.7. Seja V (z) a famdlia de todas as vizinhangas de x € X, onde X
é um espago métrico. Entao, dizemos que B C V (x) € uma base de vizinhangas

de x quando
V(z)={VcCX|3IBeB, comBCY}

Proposicao 3.8. Seja X um espaco métrico e x € X. Seja também B uma
base de wvizinhancas de x. FEntao, uma sequéncia x, converge para x se, e
somente se, para todo B € B existir N = N(B) € N tal que

n>N=uz, €B.

Demonstragao. Dado V' € V (z), escolha B € B satisfazendo B C V. Entao,
por hipétese, existe N = N(B) € N tal que

n>N({V)=N(B)=z,€BCV.
Portanto, x,, — x. ]

Proposigao 3.9. Sejam X e Y espagos métricos e f: X =Y. Sejam a € X
e B uma base de vizinhangas de f(a). Entdo, f é continua em a se, e somente
se,

f7H(B) cV(a).

Demonstragao. Pela proposicao basta mostrar que
B cV(a) & f71(V(f(a) C V(a).

Uma diregao é 6bvia, ja que B C V (f(a)). Suponha entao que V € V (f(a)).
Neste caso, existe B € B tal que B C V. Assim, f~1(V) > f~1(B) € V(a).
Portanto, f~1(V) € V (a). O

A aplicagao mais imediata da proposicao é a equivaléncia entre as seguintes
afirmagoes, que sao definicoes alternativas para a continuidade de f no ponto
a:

Para todo € > 0 existe § > 0 tal que

d(z,a) <6 =d(f(z), fa)) <e.

Para todo n € N existe m € N tal que

d(z,a) < % = d(f(2), f(a) < L.

n

3.4 Conjuntos Abertos

Um conjunto aberto é um conjunto que é vizinhanca de todos os seus pontos.
A proposigao [[.4 mostra que em um espago métrico, todas as bolas sao abertas.
Por isso, muitos autores usam a expressao bola aberta para se referirem ao que
neste livro definimos como bola. Ainda vamos formalizar isso melhor, mas os
conjuntos abertos caracterizam toda a topologia do espago, haja visto que a
familia

A, ={V eV (x) |V é aberto}
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3.4. Conjuntos Abertos

é uma base de vizinhangas de = para todo z € X. (veja o item da proposigao

59)

Conhecendo todos os conjuntos abertos, sabemos quem sao as sequéncias
convergentes, quais fun¢oes sao ou nao continuas e, conforme ja mencionado,
quais sao as vizinhangas de um ponto.

Definigao 3.10. Seja X um espago métrico. Dizemos que um conjunto A C X
€ aberto quando satisfaz
reEA=>AeV ().

Definigao 3.11. Dado um espac¢o métrico (X,d), a topologia de X induzida
por d, denotada por T4 — ou, mais comumente, por um abuso de notacdio,
denotada por Tx — € a familia de todos os abertos de X . Isto €,

Tx ={AC X | A € aberto}.
Proposigao 3.12. Seja X um espaco métrico e x € X. Entao a familia
A, =V (z)N7x
€ uma base de vizinhancas de x.

Demonstra¢do. Basta notar que, chamando de B a colecao de todas as bolas
centradas em =,

BC A, CV(x).
Como B é uma base de vizinhangas de z, qualquer familia “entre” B e V (z)
também é uma base de vizinhancas de z. (porqué?) O

Proposicao 3.13. Seja X um espaco métrico. Entao, Tx tem as seguintes
propriedades:

1. @,XGT)(.
2. Se A,B € 1x, entao ANB € 7x.

3. Se Ay € 71x para uma familia qualquer de indices A € A, entdo
UAEA Ay €Tx.

Demonstra¢ao. Para o item , é facil ver que X ¢é vizinhanca de qualquer
ponto x € X. Para o conjunto vazio . . . note que todos os elementos do conjunto
vazio satisfazem a propriedade que vocé quiser. Neste caso, a propriedade de
terem @) como vizinhanca. Em suma:

red=0eV(x).

E portanto, § € 7x.

O item é consequéncia do item da proposicao Ou seja, se
x € AN B, como A e B sdo vizinhancas de z, entdo A N B também é. Assim,
AN B é vizinhanga de todos os seus pontos.

Do mesmo modo, o item é consequéncia do item da proposicao
pois

T € UA)\:>3/\€A71‘EA>\C UAA:> UA,\EV(x).
AEA AeA DY

Ou seja, [J,cp Ax € vizinhanga de todos os seus pontos e é portanto aberto. []
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3.5. Continuinuidade em Todo Ponto

Proposigao 3.14. Seja X um espago métrico e A C X. FEntdo, sao
equivalentes:

1. O conjunto A é aberto.
2. O conjunto A pode ser escrito como uma unido de bolas.

Demonstra¢do. Se A é aberto, entao para cada ponto x € A existe uma bola
B, centrada em x e contida em A. Desta forma, é evidente que

A= ] B,.

z€A

Ou seja, A é uma uniao de bolas.

Por outro lado, sabemos que as bolas sdo conjunto abertos. Assim, qualquer
conjunto que seja uma uniao de bolas é, pelo item da proposicao um
conjunto aberto. O

Sequéncias e Convergéncia com Abertos

Dado um espago métrico X. Podemos caracterizar o fendémeno de convergéncia
em termos de sua topologia 7x7 De fato, para dizer se z,, € X converge ou
nao para um certo x € X, de acordo com a proposic¢ao [3.8] precisamos apenas
conhecer uma base de vizinhangas de x qualquer. Sabemos que os abertos que
contém x formam uma base de vizinhancas de x. Sendo assim, colcluimos que
T, converge para x se, e somente se, para todo aberto A que contenha o ponto
x existir N € N tal que
n>N=uxz, € A.

3.5 Continuinuidade em Todo Ponto

Uma aplicacao f: X — Y entre espagos métricos X e Y ¢é continua
quando é continua em todo ponto do seu dominio. Se considerarmos
fL:P(Y) = P(X), a fungao f serd continua em z € X quando f~! levar
vizinhangas de f(x) em vizinhancas de x. Sendo assim, para f continua, se
A C Y for um conjunto aberto (vizinhanga de todos os seus pontos), entao
f71(A) serd também vizinhanga de todos os seus pontos. Ou seja, se f é
continua, entdo f~1(7y) C 7x. Vamos formalizar isso.

Proposigao 3.15. Sejam X e Y espagos métricos, e f: X =Y uma fungao
qualquer. As sequintes afirmacdes sao equivalentes:

1. A funcgao f € continua em todo ponto de X.

2. A imagem inversa de um aberto é também um conjunto aberto. Ou seja,
fYry) C 7x.

Demonstra¢ao. m =
Seja A € 1y. Entao, para todo z € f~!(A) temos que A é vizinhanca

de f(z), e pela proposigao f~Y(A) ¢é vizinhanga de x. Ou seja, f~1(A) é
aberto.
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3.5. Continuinuidade em Todo Ponto

] é

Sabemos pela proposicio que para todo z € X,
Ay =V (f(@) N1y

é uma base de vizinhangas de f(z). Pelo item , temos que [T (A ¢
aberto e obviamente contém z. Ou seja, f_l(Af(z)) € V(z). Pela proposigao
[:9] segue que f é continua em z. O

O exemplo seguinte mostra que nem toda bijegao continua tem inversa
continua.

Exemplo 3.16. Considere (R,d).|) e (R,dq) os espagos métricos dados pelos
numeros reais com a métrica euclidiana (exemplo [1.8) e a métrica discreta
(exemplo [1.9)), respectivamente. Entéo, a aplicacao identidade

id : (R, dd) — (R, dH)

é continua, mas sua inversa nao é. De fato, na topologia dada pela métrica
discreta, todos os conjuntos sdo abertos. Ou seja, 74, = P (R).

E o que significa entao dizer que f: X — Y é bijetiva, continua e sua
inversa ¢é continua? O fato de ser uma bijecao implica que podemos identificar
os pontos de X com os pontos de Y. O fato de ser continua com inversa
continua significa que com essa identificagao as estruturas topolégicas 7x e Ty
também sao identificadas. Esse tipo de fungao f é chamada de homomorfismo.
De modo geral, quando f: (X,dx) — (Y,dy) é uma fungao bijetiva qualquer,
continua ou nao, com inversa também podendo ser ou nao continua, podemos
transportar a métrica dy para X como feito no exemplo

d'(a,b) = dy (f(a), f(b))-
Desta forma, reduzimos o problema ao caso da aplicagao identidade
id : (Xa dX) — (Xv d/)v

pois a aplicacdo f serd continua (ou sua inversa serd continua) se, e somente
se, a identidade o for. Em outras palavras, dizer que f é continua é o mesmo
que dizer que 7 C T4, . Dizer que a inversa de f é continua, é o mesmo que
dizer que 74, C 74. Assim, f serd um homeomorfismo quando 74 = 74, .

Definigao 3.17. Se X eY sao espacos métricos, entdo uma funcio f : X =Y
€ chamada de homomorfismo quando € bijetiva, continua com inversa também
continua.
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Topologia Geral
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CAPITULO

Motivacao e Definicoes

4.1 Motivacao

Esta secao nao é formal. Nosso propésito aqui é apenas dar motivagao para
as definigoes e propriedades que serao estudadas nas secoes seguintes. Se o
leitor nao se sentir confortavel com as divagacoes desta secao, pode omiti-la
sem problemas.

Nossa motivacao é obviamente o estudo que acabamos de fazer de espacos
métricos. Devidamente motivados pelo estudo feito na primeira parte do
livro, vamos abstrair o que seria a esséncia dos fenomenos de convergéncia
e continuidade. Uma alternativa seria associar ao espago X em questao uma
estrutura que identificasse, para cada um dos pontos x € X, quais sdo e quais
nao sdo as sequéncias que convergem para z. Uma deficiéncia desta abordagem
estd na dependéncia para com o conjunto dos nimeros naturais, que indexam
as tais sequéncias. Futuramente, veremos que uma solugao alternativa é o uso
de “redes” em substitui¢ao ao de sequéncia. Esta abordagem sera feita no
capitulo 77.

Outra maneira seria associar a X uma estrutura que indicasse, quais s@o os
conjuntos que formam as “vizinhancas” de cada ponto de X. As vizinhangas de
z € X indicam do que é que x estd “préximo” e do que é que esta “afastado”.
O ponto z estaria préximo de um conjunto B € X quando para todo V € V (),
tivermos BNV # (). A palavra “préximo” estd entre aspas porque esse nao é
o termo matematico utilizado. O correto seria dizer que x estd no fecho de B
(definigdo ?7?), ou que é um ponto de aderéncia de B.

As familias V (z) deveriam satisfazer as propriedades listadas na proposigao
O item nao gera grandes polémicas. Para que um conjunto esteja
préximo do ponto, tem que interceptar todas as suas vizinhangas, portanto,
acrescentar conjuntos maiores nao modificaria a “converéncia”. Talvez o nome
“vizinhanga” nao seja realmente uma boa escolha, ja que sugere que sejam
conjuntos pequenos. Nao faz diferenga no entanto, ji que nossos argumentos
sao do tipo

intercepta todas as vizinhancas, por menores que sejam.
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4.1. Motivagao

Esse tipo de argumento poderia ser restrito as vizinhancas “pequenas”, mas nao
faria diferenca, e seria complicado dizer o que é um conjunto “grande demais”.
Veja a definicao de base de vizinhancgas de um ponto e a proposi¢ao
Assim, o item se presta mesmo a maximizar a familia V (z) de modo que o
fenémeno de convergéncia nao seja alterado.

Do ponto de vista do fenémeno de convergéncia, o item também serve
ao mesmo propdsito de maximizar a familia V (x). Isso porque, se para U,V €
V (x), existem Ny, Ny € N tais que

n>Ny=z,€U
n>Ny =z, €V

entdo, fazendo Nyny = max{Ny, Ny },
n> Nynv =z, € UNV.

Assim, se U e V sdo vizinhangas de x, levar ou ndo em consideracdo o
conjunto U NV como sendo vizinhanca de z nao afetaria o fenémeno de
convergéncia. O que nao fosse convergente continuaria néo convergente, e o
que fosse convergente permaneceria convergente. Ja do ponto de vista da idéia
de “proximidade”, a condigao do item garante que se dois conjuntos A
e B estdao longe de x, entdo a unido A U B também estd longe de x. Veja
a figura [f.1] Em espagos métricos, todos os pontos estao distantes uns dos
outros. Assim, nenhum conjunto finito estd “préximo” de x, a menos que o
contenha. Por outro lado, uma sequéncia infinita de pontos x,, distintos de x
pode convergir para x. No caso de espagos topoldgicos gerais, é possivel que
uma familia infinita de conjuntos A, “afastados” de x seja tal que |J A,, esteja
“proximo” de x, mas as unioes finitas estarao sempre “afastados” de z.

Figura4.1: O conjunto A estd “afastado” de x por nao interceptar a vizinhancga
V. Da mesma forma, B também estd “afastado”de xz. Entdo, a unidao AU B
também estd “afastada” de x, pois U NV é vizinhanca de x.

O item mais dificil de aceitar da proposigao é o item . Como ja
mencionamos anteriormente, na observagao [3.5] este item serve para garantir
que se =1, — x, e para alguma vizinhanca V € V (z) for verdade que =, € V,
entao nao é possivel acontecer que x,, — x. E equivalente a dizer que os abertos
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4.2. Definicao

que contém z € X formam uma base de vizinhangas de X. E o que garante
que se conhecermos os abertos, conheceremos toda a topologia.

Uma outra interpretacao para o item pode ser vista através da figura
Suponha que A C X é um conjunto “afastado” de x, e L C X é tal que
A estd proximo de todos os pontos de x. Entdo, L também é um conjunto
“afastado” de x. De fato, se toda vizinhanca V' de x interseptar L, a condig¢ao
do item garante a existéncia de uma vizinhanca aberta de x U contida
em V. Esta vizinhanga U intersepta L, mas por ser um conjunto aberto, U é
também vizinhanca dos pontos y € UNL. Como estes pontos estao “proximos”
de A, temos que U e, a fortiori, V interseptam A. Ou seja, toda vizinhanca de
x intersepta A e portanto, A estd “préoximo” de x. Mais adiante, veremos que
a condicdo imposta ao conjunto L é o mesmo que dizer que L estda no fecho
(definigdo ??) de A. E a condigao do item equivale a dizer que a opera¢do
de fecho é idempotente. (veja a proposigio 77)

-y

-
P N\

Figura 4.2: Todos os pontos de L estdo “préximos” de A, que por sua vez,
esta “afastado” de x. Entao L também estd afastado de x, pois se existisse
y € LNU, entdao U seria vizinhanga de y e, por hipdtese, interseptaria A.

Ja que nossa tentativa de definir “topologia” de um modo abstrato
utilizando o conceito de wvizinhanca passa necessariamente pela idéia de
conjunto aberto, e os conjuntos abertos por si sé determinam o que vem a
ser uma vizinhanca de z (é um conjunto que contém um aberto que contém
& — proposigao , a opgao que vamos adotar, ao menos por enquanto,
é a de definir a topologia definindo o que seriam os conjuntos abertos.
Para um conjunto X, escolhemos 7 C P (X) de modo que 7 tenha as
propriedades listadas na proposicao [3.13] Essas propriedades sao semelhantes
as correspondentes para “vizinhancas”. Dizer que X € 7 é o mesmo que dizer
que todo ponto tem ao menos uma vizinhanga (aberta).

4.2 Definicao

Agora que, na medida do possivel, devidamente motivados, vamos definir o que
vem a ser uma topologia em um conjunto X qualquer.
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4.3. Vizinhangas e Base de Vizinhangas de um Ponto

Definicao 4.1 (Espago Topoldgico). Seja X um conjunto qualquer. Dizemos
que uma famdlia T C P (X) define uma topologia no espago X, ou que (X, 1)
€ um espago topoldgico, quando T satisfaz:

1. 0,Xer.
2. A familia T € fechada por intersecdo finita: A, BE€T=ANBET.

3. A familia T € fechada por unido arbitrdria: Ay € T (A€ A) = Uycp A €
T.

Os subconjuntos A C X tais que A € T sao chamados de abertos do espaco
topoldgico (X, 7). Por um abuso de notagdo, quando conveniente, dizemos que
X € um espaco topoldgico.

A topologia de um espago métrico, definida em [BI1] é de fato, pela
proposicao [3.13] uma topologia no sentido da definicao Vejamos outros
exemplos de topologia.

Exemplos

Exemplo 4.2 (Topologia Discreta). Dado um conjunto qualquer X,
(X,P (X)) é um espago topoldgico. Esta topologia é induzida, por exemplo,
pela métrica discreta mencionada no exemplo

Exemplo 4.3 (Topologia Trivial (cadtica)). Dado um conjunto qualquer X,
(X, {0, X}) é um espago topoldgico. Se o conjunto X tiver mais do que um
elemento, essa topologia nunca é dada (induzida) por uma métrica, pois nao
satisfaz a proposigao

Exemplo 4.4 (Topologia da Continuidade Inferior). Considere os niimeros
reais R e a seguinte familia de subconjuntos de R

7= {(a,00) | « € R}.

Neste caso, (R, 7) é um espago topolégico. Assim como no exemplo essa
topologia também nao é induzida por uma métrica.
Do mesmo modo, existe a topologia da Continuidade Superior, dada por

7 ={(—0,a) | « € R}.
Exemplo 4.5 (Topologia Inicial). Seja X um conjunto e (Y, 7y) um espago

topolégico. Considere uma aplicacdo f : X — Y qualquer. Entao (X, f~*(7y))
é um espago topoldgico.

4.3 Vizinhangas e Base de Vizinhancas de um Ponto

Assim como fizemos para espacos métricos, podemos definir para um espaco
topolégico (X, 7), o que é para cada ponto z € X, a familia de todas as suas
vizinhangas.

Defini¢do 4.6. Seja (X,7) um espago topoldgico. Dado © € X, uma
vizinhanga aberta de x € um aberto A € T que contém o ponto r. Uma
vizinhanca de x € qualquer conjunto que contenha uma vizinhanca aberta de x.
Denotamos por V (z) a famdlia de todas as vizinhancas de x.
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4.3. Vizinhangas e Base de Vizinhangas de um Ponto

Em um espago topoldgico qualquer, as vizinhangas de um ponto possuem as
mesmas propriedades que as descritas na proposi¢ao [3.4] para o caso de espagos
métricos.

Proposigao 4.7. Seja X um espago topologico, e x € X um ponto de
X. Entdo valem as sequintes afirmagoes sobre a familia V (z) de todas as
vizinhancgas de x:

1. Se AeV(x) e AC B, entio B €V (z).

2. A interse¢do de duas vizinhangas de x também € uma vizinhanga de x.
Ou seja, se A,B €V (x), entao ANB €V (z).

3. Se A € V(x) entdo existe B C A tal que x € B e B é vizinhanga de todos
0s seus pontos.

Demonstracdo. Todos os itens sao evidentes da definigao de vizinhanca. O
item é consequeéncia do fato de 7 ser fechado por intersegao finita. O

Assim como no caso de espagos métricos, podemos caracterizar os conjuntos
abertos como sendo aqueles que sao vizinhangas de todos os seus pontos.

Proposigao 4.8. Dado um espago topolégico X, um conjunto A C X é aberto
se, e somente se, for vizinhanca de todos os seus pontos.

Demonstracdo. Pela definicado de vizinhanca, um conjunto aberto é
evidentemente vizinhanca de todos os seus pontos. Suponha entao que A C X
é vizinhanca de todos os seus pontos. Vamos mostrar que A é aberto.

Por hipdtese, para cada a € A existe um aberto U, tal que a € U, C A.

Neste caso,
A= U..
acA
Como A é uma unido de abertos U,, temos que A também é aberto. O

Definicao 4.9. Seja (X, 7) um espago topoldgico e x € X um ponto qualquer
de . Uma familia formada por vizinhancas de x, B C V (x), é chamada de
base de vizinhangas de x quando para toda vizinhan¢a V €V (z) existir B € B
tal que B C V. Se todos os conjuntos de B forem abertos, ou seja, se B C T,
entdo diremos que B € uma base de vizinhancgas abertas de x.

Agora que, mesmo sem uma métrica, definimos o que vem a ser uma
vizinhanca de um ponto, podemos definir convergéncia de sequéncias. As
sequéncias nao serao tao importantes para a teoria geral. No entanto,

motivarao a definicao de redes; um conceito que serd trabalhado no capitulo
7?7

Definigao 4.10. Seja (X, 7) um espago topoldgico e x,, € X uma sequéncia de
elementos de X. Dizemos que x,, converge para x € X na topologia 7, quando
para toda vizinhanga V €V (x) existir N = N(V) € N tal que

n>N=uzx,cV.

De maneira semelhante ao caso dos espagos métricos, denotamos tal fato por
T .
Ty — T, ou simplesmente x,, — x.
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4.4. Continuidade em um Ponto

Novamente, como no caso métrico, para saber se uma sequéncia x, € x
converge para x € X, basta verificar a condigdo da definicao para uma
base de vizinhancas de x. Em particular, assim como no caso dos espagos
métricos, dados x,,x € X, teremos que z,, — & se, e somente se,

para toda vizinhanga aberta A de x existe N = N(A) € N tal que

n>N =z, € A.

Isso porque a familia das vizinhangas abertas de z formam uma base para

V (x).

4.4 Continuidade em um Ponto

A essas alturas, o leitor ja sabe o que serd tratado neste capitulo. Assim
como fizemos para os espacos métricos no capitulo vamos falar sobre a

continuidade de aplicagoes entre espagos topoldgicos. O leitor deve comparar
a definicao e a proposicao |3.6, que caracteriza continuidade em um ponto
em espagos métricos.

Definicao 4.11. Sejam X eY espacos topoldgicos e f : X — Y uma aplicacdo
qualquer entre X eY. Para x € X, dizemos que f € continua em x quando

V(@) c V(@)

Ou seja, quando a imagem inversa de toda vizinhanca de f(x) for uma
vizinhanga de x.

Em uma formulacdo mais semelhante aos argumentos do estilo € — 4, a
definicao de continuidade fica assim

Para todo V € V (f(x)) existe U € V (z) tal que

yelU= f(y) eV

Como no caso de espagos métricos, basta verificar a condi¢ao da definigao
para uma base de vizinhancas de x.

Proposicao 4.12. Sejam X e Y espacos topoldgicos e f: X =Y wuma
aplicacao qualquer. Dados x € X e B uma base de vizinhangas de f(x). Entao,
f € continua em x se, e somente se,

f1(B) c V().
Demonstracio. Se V€ V (f(x)), entdo existe B € B tal que B C V. Portanto,

f72(V) 2 f~YB) € V(). Assim, f~1(V) € V(z). Como V é um elemento
arbitrdrio de V (f(z)), temos que

LV (f@) c V(@)
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4.5 Continuidade

Continuidade é um conceito central em topologia. Uma aplicacdo continua
transporta aspectos topoldgicos entre os espacos em questao. Dada uma
aplicacdo f: X — Y entre os conjuntos X e Y, podemos ver f~! como uma
aplicagao

LPy) = P(X).

Se (X, 7x) e (Y, Ty ) séo espagos topolégicos e f é continua em = € X, podemos
olhar para f~1! restrita a V (f(x)) como sendo uma aplicacio

FHv(f(@) = V().

A proposigao a seguir demonstra que quando f é continua em todo ponto de
X, entdo a restricao de f~! a 7y pode ser vista como uma aplicacio

f_1 Ty — Tx.

Proposicao 4.13. Sejam (X,7x) e (Y, Ty ) espacos topolégicos e f: X =Y
uma aplicacao de X em Y. Neste caso, sao equivalentes:

1. A fungao f € continua em todo ponto x € X.
2. Para todo aberto A € Ty, f~1(A) € Tx.

Demonstra¢do. Se f é continua em todo ponto, entdo, dado A € 7y, temos
que para todo ponto z € f~1(A), A € V(f(x)), pois A é aberto e f(z) € A.
Pela continuidade de f no ponto x, temos que f~1(A) € V(z). Acabamos
de mostrar que f~1(A) é vizinhanga de todos os seus pontos. Assim, pela
proposi¢ao f1(A) é um aberto de X. O

Definigao 4.14 (Fungao Continua). Dizemos que uma funcdo f : X — Y entre
0s espagos topoldgicos (X,7x) e (Y, 7y) € continua quando € continua em todo
ponto x € X. Ou, equivalentemente, quando f~'(1y) C Tx.

Homeomorfismos

Para dois conjuntos X e Y, uma bijecao f: X — Y identifica cada ponto de
X a um tnico ponto de Y e vice-versa. Se X e Y forem espagos topoldgicos, f
for continua e sua inversa f~!':Y — X também for continua, entdo também
serao identificados cada aberto de X com um unico aberto de Y e vice-versa.
Tudo o que puder ser dito sobre a topologia de X podera ser afirmado sobre a
topologia de Y através da identificacao dada por f.

Definicao 4.15 (Homeomorfismo). Sejam X e Y espacos topoldgicos.
Dizemos que uma aplicacdo
f: X—>Y

€ um homeomorfismo de X emY quando f for bijetiva, continua e sua inversa
f~t também for continua.

Quando existe um homeomorfismo entre dois espacos topoldgicos, dizemos
que estes espagos sao homeomorfos.
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Aplicagao Aberta

Com uma aplicagao f: X — Y entre espagos topoldgicos, podemos tentar
relacionar as topologias de (X,7x) e (Y,7y). Se f for um homeomorfismo,
sabemos que X e Y possuem exatamente a mesma topologia quando os pontos
de X sao identificados com os de Y através de f. Se f for uma bijecao continua,
podemos identificar cada elemento de X com um tnico elemento de Y. Com
esta identificacao, teremos que 7y C Tx. Uma outra propriedade que f pode
ter, que ajudaria a relacionar os espagos X e Y é a de levar abertos de X em
abertos de Y. Neste caso, dizemos que f é uma aplicacao aberta.

Definicao 4.16. Seja f: (X,7x) — (Y, 7y) uma aplicagdo entre os espagos
topoldgicos X eY . Dizemos que [ € uma aplicacdo aberta quando f(7x) C Ty .

Um homeomorfismo é uma bijecdo continua e aberta. Nossa motivacdao
para a defini¢do de aplicacdo aberta é simplesmente imaginar, ignorando o fato
de que f pode nem mesmo ser bijetiva, o que seria necessario para que f~!
seja continua. Mais adiante, veremos maneiras de se transportar topologias
de um espago topoldgico a um conjunto qualquer através de aplicagoes entre
eles. Quando temos uma bijegao entre um espaco topoldgico e um conjunto
qualquer, fica facil transportar a topologia de um para o outro. Adiantando um
pouco as coisas, imagine que f: X — Y é uma sobrejecao aberta e continua
do espaco topolégico X no espaco topoldgico Y. Podemos definir o conjunto

X={f"'lyev},

que nada mais ¢ do que “agrupar” todos os elementos de X que tém a mesma
imagem. A projecdo natural de X em X é dada por

7 X — X .
r o= fTHf(x)

A projecao leva um elemento x € X na “classe” formada por todos os elementos
de X que tem, por f, a mesma imagem que x. A aplicacdo f pode ser fatorada,
de modo que o seguinte diagrama é comutativo (ou seja, f = fom):

x—1oy.

17

X

Basta definir f(ffl(y)) = y. Agora, f é uma bijecio. Faria sentido esperar
que a topologia de X pudesse ser transportada para X, de modo que f se
tornasse um homeomorfismo entre Y e X. Trataremos desse tipo de topologia
no capitulo [6}

Assim como podemos falar em continuidade em um ponto, podemos também
definir o que seria dizer que f: X — Y é aberta em x € X. Assim como no
caso de continuidade, a definicdo fica melhor se usarmos vizinhancas de x ao
invés de abertos.

Definigao 4.17. Seja f: (X,7x) = (Y, 7v) uma aplicagao entre os espagos
topolégicos X eY. Dizemos que f € uma aplicagao aberta em = € X quando

V() CV(f(2)).
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CAPITULO

Construindo Topologias

5.1 Comparando Topologias

Em um mesmo conjunto X, podemos ter definidas duas topologias 7, e
To. Pode acontecer que 7, C 7o, por exemplo. Neste caso, sempre que
f:(X,71) = (Y,7y) for continua, teremos que f: (X,72) — (Y, 7y) também
serd continua. Também podemos concluir que

T2 T1
Ty — T = T, — T

Pode ser que nao tenhamos nem 7 C 75, nem 7 C 77. Duas topologias nem
sempre sao comparaveis.

Definigao 5.1. Se (X, 71) e (X, 72) sdo duas topologias em um mesmo conjunto
X e 11 C 1o, entao dizemos que To € mais forte ou mais fina que 7. Também
dizemos que T € mais fraca que 7.

Podemos também dizer que 71 é menor que To, ou que To € Maior que Ty.

Veja a observagao [5.3

A topologia determina quais sd@o as sequéncias que convergem e quais nao
convergem. Se imaginarmos a topologia como uma “peneira” que deixa passar
apenas as sequéncias convergentes, quanto mais fina for a topologia, menos
sequéncias passarao como convergentes. Veja a figura [5.1

Proposicao 5.2. Seja X um conjunto qualquer, e 7y (A € A) uma famdlia de
topologias em X. Entdo T = [ cp Ta € uma topologia em X .

Demonstracdo. Basta verificar que 7 satisfaz os axiomas listados na defini¢ao
Por exemplo,

ABer=VYreA ANBen=ANBe [ n=r1
AEA
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XX y XX y

Figura 5.1: Quanto mais fina é a topologia, menos sequéncias “passam” como
convergentes.

Observagao 5.3. A relacao mais forte que define uma ordem parcial na familia
T(X)={r CcP(X)| T étopologia}

de todas as topologias de um conjunto X. FEsta ordem é simplesmente a
restri¢ao da relagao de inclusao definida em P (X) & familia 7 (X).

Existe um elemento mdximo dentre todas as topologias de X. Eo conjunto
das partes de X, P (X), que é a mais forte topologia que pode ser definida em
X. Por outro lado, {0, X} é a topologia mais fraca em 7 (X).

A proposicao mostra que dada uma familia de topolgias 7) (A € A),
existe a maior topologia que é menor que todas as Ty. Essa topologia ¢ é o
infimo das 7). Escrevemos

6= /\ Tx-

Por outro lado, a uniao de topologias nao é necessariamente uma topologia.
No entanto, se considerarmos a familia

f{TGT(XH UT)\CT}

AEA

de todas as topologias que sdo maiores que todas as 7y, sabemos que a familia
F nao é vazia, pois P (X) € F. Seja entdo o o infimo de F:

o= N\ »
pEF

A topologia ¢ é a menor topologia que é maior que todas as 7). Essa topologia
é o supremo de 7y e é denotada por

O'Z\/TA.

AEA
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Comparagao de Topologias e Continuidade

Quando X é um espaco topolégico dotado de duas topologias 7 e T2, 0 que
podemos dizer da relagao entre essas topologias se soubermos que a aplicagao
identidade

id: (X,n1) — (X,m)
T =
é continua? A resposta é simples:

id é continua < m C 71.
Vamos generalizar isso para uma aplicagao qualquer

f:(X,n) = (X, 12).

Proposicao 5.4. Seja X um conjunto qualquer e (Y, Ty) um espago topoldgico.
Dada uma aplicagdo qualquer f: X =Y, 74 = f~1(1y) define uma topologia
em X.

Demonstragio. Basta notar que 0, X € 74, se A, B € 74, entao A = f~1(A4') e
B = f1(B’") com A’, B’ € 7y. Como 7y é uma topologia, A’NB’ € 7y . Assim,
ANB = f"Y (A NB') e fl(ry) = 74. Podemos fazer analogamente para a
uniao arbitraria de elementos de 7;. Basta observar que f~!: P (Y) — P (X)
comuta com as operagoes de uniao e intersecao. O

Pela proposicio dizer que f: (X,7x) — (Y, 7y) é continua é o mesmo
que dizer que a topologia 7¢ é mais fraca que 7x. De fato, é facil verificar que
7 é a menor topologia que faz com que f: X — (Y, 7v) seja continua.

5.2 Sub-Base

A construgao feita na observa(;éoé muito comum. E essa construcao que em
algebra, por exemplo, nos permite definir para um grupo G e um subconjunto
qualquer S C G, o que seria o grupo gerado por S. Esse seria o menor subgrupo
de G que contém S. Do mesmo modo, para um espago vetorial V e um
subconjunto qualquer S C V, podemos definir o menor subespacgo de V que
contenha S. Este é o sub-espaco vetorial gerado por S. Existem exemplos
também em teoria da medida. Assim, como na proposi¢ao [5.2] a intersecao
de uma familia de sub-grupos é um sub-grupo, a interse¢ao de uma familia de
sub-espagos vetoriais é um sub-espago vetorial.

Definicao 5.5. Seja X um conjunto, e C C P (X) uma familia qualquer de
subconjuntos de X. Entao a topologia

7(C) = \/ T
ccr

€ a topologia gerada por C. Essa € a menor topologia de X que contém a familia

C.
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Definicao 5.6. Seja X um conjunto qualquer, e C C P(X) uma familia
qualquer de subconjuntos de X. Mesmo sem definir o que venha a ser uma
base para a topologia (defini¢cdo , vamos definir o conjunto

B(C)=< ()4 IneN, A4;eCy,

j=1
e chamd-lo de base induzida pela familia C.

Por um abuso de notagao, quando C = {Ay | A € A}, por vezes escrevemos
7 (Ax, A € A)nolugar de 7 (C). E quando Cy, (A € A) é uma colegao de familias
de subconjuntos de X, escrevemos 7 (Cy, A € A) ao invés de 7 (U/\eA CA). As
seguintes propriedades da topologia gerada por uma familia sao consequéncia
direta da definicao. O leitor deve ficar atento para a diferenga entre

7(Cxn, A€ A)

7(Cy), A€ A

Proposigao 5.7. Sejam C e D familias de subconjuntos de um conjunto X, e
T uma topologia em X . Entdao, valem as sequintes propriedades:

1. Todos os conjuntos em C sdo abertos na topologia gerada: C C 7 (C).
Se C C D, entio 7 (C) C 7 (D).

Temos que C C T se, e somente se, 7 (C) C 7.

™ e e

Se 7 € uma topologia, entio T = 7 (7). Em particular, vale que
7 (7(C)) =7(C).

SeCcCtC7(C), entio T =1(C).

SeC CDcC7(C), entdo 7 (C) =7 (D).

Se &E=71(C)UT (D), entio 7 () =7 (CUD).

Sl R RN

Seja Cy, (A € A) uma colegao de familias de subconjuntos de X. Entao,
T(T(Cy), A€ A) =7(Cxr, A €A).
Demonstracdo. Vamos mostrar apenas o item , que é mais dificil. O restante

fica como exercicio. :-)
E evidente, pelo item , que

T<£iq>cf<£irw9)

No entanto, novamente pelo item 7 sabemos que para todo v € A,

T(C,Y)CT<U C,\>.

AEA
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E portanto,

UT(cA)cT<U CA>

AEA AEA
7'<le7)> cT (leCA>
AEA AEA

Forma da Topologia Gerada

Agora, pelo item

Qual é a forma de um aberto de 7(C) quando expresso em termos de C?
Obviamente que a topologia gerada por C deve conter todas as intersegoes
finitas e todas as unioes de elementos de C. Mas isso nem sempre ¢é suficiente.
A proposicao|p.8nos diz como podemos escrever os abertos da topologia gerada
em termos de conjuntos da sub-base.

Proposicao 5.8. Seja C uma sub-base para um espago topoldgico (X, 7). Ou
seja, T = 7(C). Vamos assumir que ), X € C. Considere a base induzida
B = B(C) de todas as intersegoes finitas de conjuntos de C. Entao, todos os
conjuntos da topologia sao unioes de conjuntos de B:

Tz{ U A|B’CB}.
Aep’
Demonstragao. A topologia 7 (B) necessariamente contém B. Assim,
CcBcrT(B).
Considere entao, a familia 7/ dada pelas unides de elementos de B:
T':{ U A|B’CB}.
Aep’

Novamente,
CcBcr cr(B).

Para concluir que 7 = 7/, basta mostrar que 7’ é uma topologia. Assim, como
7 é a menor que contém C, poderemos concluir que 7 = 7’. E imediato que

0, X er.

Também é evidente pela prépria definigdo de 7, que 7/ é fechado por unides
arbitrarias. Basta entéo verificar que se A, B € 7/, entdo AN B € 7. Onde,

A= |J U (BacCB)

UeBa

B= |J V (BzcCB).

VeBg
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Mas, neste caso,
AnB= |J W,
WeBe

onde Bo ={UNV |U € Ba, V € Bg}. Agora, basta notar que B C B, pois
B é fechada por intersecdo finita. O

Observacgao 5.9. Nas hipéteses da proposicao assumimos que @, X € C.
Essa hipotese nao seria necesséria se trabalhdssemos com a seguinte convengao:

Ja=0

A€l

(NA=X.

Ael

Esta convencgao se torna mais natural se, considerando a relagao de ordem C
em P (X), interpretarmos U e N como sendo operadores de supremo e infimo,
assim como fizemos na observagao Desta forma, dado F C P (X),

UA
AeF

é o menor subconjunto de X que é maior que todos os conjuntos em F. Se F
é vazio, entao o menor subconjunto seria justamente (). Da mesma forma,

ﬂA
AeF

é o maior subconjunto de X que é menor que todos os conjuntos em F. Se
F =, este conjunto é simplesmente o maior subconjunto de X, que é o préprio
X

Sub-Base e Continuidade

Se temos uma aplicacdo f : (X,7x) — (Y, 7y ), e uma sub-base C de 7y, como
podemos dizer, olhando para f~!(C), se f é ou nao continua. Um primeiro
“chute” seria talvez dizer que basta que f~*(C) C 7x. Obviamente que esta é
uma condigdo necessédria. A proposicao seguinte é o elo que falta para mostrar
que a condicao f~1(C) C 7x é equivalente & continuidade de f.

Proposicao 5.10. Sejam X e Y dois conjuntos e C C P (Y) uma familia de
subconjuntos de Y. Entao,

T(f7H0) = f71(r(C))-

Demonstragao. Vamos utilizar a seguinte notagao:

n=7(f7C))
m=f"1(1(C)).

Por defini¢ao, 71 é uma topologia. E f4cil ver (exemplo que 7o também é
uma topologia. Como f~1(C) C 7o, segue que

71 C To,
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pois 71 é a menor topologia com tal propriedade. Resta entdao mostrar que
dado A € 75, teremos A € 7.

Pela proposicao dado A € 1, basta mostrar que A pode ser escrito
como uma unido arbitrdria de intersegoes finitas de elementos de f~!(C). De
fato, A = f~1(A’), onde A’ € 7 (C) é uma unido arbitraria de intersegoes finitas
de elementos de C. Como f~! comuta com as operacoes de unido e intersecao,
temos a expressao desejada para A, concluindo a demonstragao. O

Conforme prometido, vamos utilizar a proposicao para mostrar que
para uma aplicacao f : (X,7x) — (Y,7(C)) ser continua, basta que f~*(C) C
TX.

Proposicao 5.11. Seja f: (X, 7x) — (Y,7v), onde v = 7(C). Entao, f é
continua se, e somente se, f~1(C) C Tx.

Demonstragao. E evidente que a condicao é necessdria. Vamos mostrar que é
suficiente. Pela proposicao [5.10] temos que

) =7 (7).

Mas a hipétese f~1(C) C 7x implica que 7 (f*(C)) C 7x. Ou seja,

[ ry)=7(f71(C)) c 7x.

5.3 Bases

Dada uma familia C de subconjuntos de um conjunto X, a base induzida B =
B (C) tinha uma propriedade interessante:

Todo aberto de 7 (B) é uma uniao de elementos de B.

Cada familia com essa propriedade é uma de base da topologia. Quando
construimos a topologia dos espagos métricos, as bolas formavam uma base

para a topologia. (proposicao [3.14)

Definicao 5.12. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Uma familia B C T € uma
base para a topologia 7 quando todo conjunto A € T puder ser escrito como
uma unidgo de elementos de B.

Como de costume, vamos ver outras maneiras de caracterizar o que vem a
ser uma base para uma topologia 7. Note que uma das condigoes da defini¢ao

b.12)é que BC 7.

Proposicao 5.13. Seja (X, 7) um espago topoldgico e B C T uma familia de
abertos de X. Entdo as sequintes afirmacdes sdo equivalentes:

1. A familia
p:{UBeB’A|B’CB ,

onde sequimos a convencdo de que | JA € 0A =0, é uma topologia de X .
E além disso, T = T (B).
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5.3. Bases

2. A familia B é uma base para T.

8. Para todo x € X e toda vizinhanga aberta de x, A, existe B € B tal que
xr € BCA.

4. Para todo x € X, o conjunto
B,={AeB|ze A}
é uma base de vizinhangas de x. (veja a defini¢ao

5. Para todo A,Be B ex e ANB existe C € B tal quex €« CC ANB. E
além disso, T =7 (B) e X =y 5 4.

Demonstragao. m =
Pela definicao de base, B é uma base para p. Como
BcCpcT(B),

temos que p =7 (B) = 7.

= @=
Sejam A € T e x € A. Como o conjunto A é da forma
A=|J B
BeB’

para alguma sub-familia B’ C B, basta escolher B € B’ tal que z € B.

= @=-@

Evidentemente que B, C V (z), jd que a familia é formada por conjuntos
abertos que contém x. Basta (por qué?) mostrar que para toda vizinhanga
aberta de = existe B € B, tal que B C A. Mas a existéncia de tal B é
justamente a hipdtese do item .

= @=-06

Se A,B € Bex € AN B, entdo, por hipdtese, A e B sdo vizinhangas
de z. Portanto, A N B também ¢é vizinhanga de x. Como B, é uma base de
vizinhangas de z, entao existe C' € B, tal que

reCCANB.

Precisamos entao verificar que B gera 7. Primeiramente, note que todo
conjunto U € B é aberto, pois se € U, entdo U € B C V(x). Ou seja, U é
vizinhanca de todos os seus pontos. Assim,

7(B) CT.
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5.3. Bases

Por outro lado, todo aberto de 7 pode ser escrito como uma uniao de elementos
de B, pois dado V € 7, para cada x € V existe V, € B, tal que x € V, C V.

Ou seja,
V=J V.
zeV
E portanto,
T C7(B).

E evidente que X = Uacn A4, pois nenhum dos B, é vazio. (Note que acabamos

provando que = )
] =

J4 sabemos que () € p. Pela hip6tese de X ser a uniao de todos os conjuntos
em B, X € p. Por definigao, p é evidentemente fechada por uniao arbitraria.
Resta mostrar que é também fechada por intersecao finita. Para isso, basta
notar que A e B sao da forma

A:UAA

AEA

B=|]B,

yel’

para alguma familia Ay, B, € B. Assim,

ANB= U A\N B,
(A7) EAXT

sendo que, é facil verificar que as hipdteses do item implicam que cada
Ay N B, é uma unido de conjuntos em B. Portanto, AN B € p. O

Dada uma familia qualquer C C P (X), a proposicao mostra que B(C)
é uma base para 7 (C). Em particular, toda familia B fechada por intersegao
finita é uma base para 7 (BB). Esse fato pode ser verificado também pelo item
da proposigao Esta condicao nao é, no entanto, necessaria para que
B seja uma base para 7 (B). As bolas, por exemplo, formam uma base para
a topologia de um espago métrico, mas nao é necessariamente verdade que a
intersecao de duas bolas sera uma bola.

Coroldrio 5.14. Seja B uma familia de subconjuntos de X. Para que B seja
uma base de 7 (B) € necessdrio e suficiente que para todo A,B € B, ANB
possa ser escrito como unido de elementos de B.

Demonstracdo. Basta verificar as condicoes do item da proposicao [5.13]
Evidentemente que B gera 7 (B). O restante da demonstracdo fica como
exercicio. O
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