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Este livro pode ser copiado a vontade. Se vocé recebeu em formato digital,
fique a vontade para copid-lo e comparilha-lo quantas vezes quiser. Vocé
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livros, poesias, musicas, videos e etc. — pode utiliza-lo como ferramenta.
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os termos da licenga, criar sua prépria versao e incluir seu préprio contetdo.
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https://ourproject.org/scm/?group_id=914.
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Por Qué?

Eu (André Caldas) NAO acredito que “coletar taxas” seja a melhor maneira
de se sobreviver da producao cultural. Na minha opinidao, as pessoas
devem receber para produzir; e nao produzir na esperanca de “coletar
taxas” relativas ao direito autoral para o resto da vida. Eu, por exemplo,
atualmente sou estudante de doutorado da UnB e recebo uma bolsa de
estudo da CAPES. Apesar de a bolsa nao cobrir os custos para a producao
deste livro, foi esta mesma bolsa que viabilizou que eu pudesse deixar o
meu emprego para me dedicar as minhas atividades académicas. Ou seja,
a sociedade ja me oferece meios para que eu possa me dedicar a estas
atividades, o que inclui a produgao deste livro. :-)

Nao vejo sentido em um professor de uma universidade ptblica, que
ja recebe um salario do governo para que produza conhecimento, ter
monopdlios sobre o fruto do seu trabalho. Vejo menos sentido ainda quando
esse professor vende tal monopdlio para ser explorado. Perceba que isso nao
¢ uma critica ao lucro ou a exploragao da produgao cientifica. E uma critica
ao monopolio sobre os direitos de uso daquilo que foi produzido com dinheiro
publico. Nao faz sentido que a sociedade faca esse tipo de investimento e
depois nao possa ter acesso ao que foi produzido. Livros é o menor dos
problemas. Vemos que pesquisas para o desenvolvimento de medicamentos
ou qualquer outra coisa que va melhorar a qualidade de vida da populacao,
como melhoria na alimentacao e acesso ao lazer, sao feitas com dinheiro
publico em parceria com instituicoes privadas de modo que a sociedade
acaba sendo privada de seus frutos. Nao acredito que seja errado fazer
parceria com instituigoes privadas. O que nao se pode é privar a sociedade
dos frutos do trabalho no qual investiu. Vemos instituicoes de pesquisa se
valerem de recursos publicos durante as pesquisas e depois correrem atras
de registros de patentes e coisas do tipo que servem apenas ao propésito de
privar a sociedade dos frutos dessa mesma pesquisa.

Se o governo, por exemplo, a uns 10 anos atras tivesse comecado a
financiar a producao de livros e exigisse que o fruto desse trabalho fosse
verdadeiramente livre (como é este livro), hoje nao farfamos licitagoes para a
“compra” de livros; fariamos uma licitagao para a impressao e a distribuicao
desses livros. Falta visao de longo prazo. Deveriamos investir na produgao
de livros livres. O autor deve sim receber por seu trabalho. Sé que deve
receber enquanto faz o trabalho, e nao depois através do recolhimento de
taxas e de mecanismos de opressao, como os que apreendem maquinas de
fotocdpia nas universidades.

Tenho varios amigos que fazem cépias de muitos livros. Sempre lembro
a eles que quando virarem autores nao devem “virar a casaca” e comecar a
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perseguir os que fazem copias. Gostaria de fazer o mesmo pedido ao leitor!

Brasilia, 23 de abril de 2010,
André Caldas
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Prefacio

Os livros que tratam do assunto topologia parecem se dividir em duas
categorias:

e Comecam com definicoes abstratas e pouco motivadas.
e Tratam apenas de espagos métricos.

Os espacos métricos sao sem duvida a melhor motivacao para o estudo
da topologia geral. No entanto, existem muitos conceitos, como os de
sequéncia de Cauchy, completude, limitacdo e continuidade uniforme, que
nao sao conceitos topolégicos. O que acontece é que os textos que tratam
de topologia dos espacgos métricos dao muita énfase a esses conceitos, a
equivaléncia de métricas, ao completamento de espacos, e por ai vai. O fato
é que dessa forma nao se tem um curso de topologia, tem-se um curso de
espacos meétricos.

Por outro lado, sem falar de espagos métricos é muito dificil dar alguma
motivagdo para o que venha a ser uma topologia. Assim, neste livro,
fizemos uma introducao rapida aos espagos métricos sem nenhuma mengao
a questoes que nao sejam puramente topoldgicas. Falamos de bolas, de
convergencia e de continuidade. A idéia é a de se fazer uma transicao entre
as formulagoes que enfatizam mais a métrica até chegar a formulagoes que
dependam apenas da topologia do espaco.

Um outro diferencial deste livro estd na busca por maneiras alternativas
de se olhar para os fenomenos topoldgicos. Em geral os conjuntos abertos
recebem atencao demasiada. Por exemplo, quando estudamos anédlise
funcional, estamos bastante interessados na continuidade de operadores
lineares em topologias que sao invariantes por translacoes. Neste caso a
continuidade se resume a continuidade na origem. Quando consideramos a
continuidade em um tnico ponto do espago, a preocupagao em demonstrar
que determinados conjuntos sao abertos é um exagero desnecessario.
Deveriamos nos preocupar se estes conjuntos sao ou nao vizinhancas de 0. A
intencao é que o leitor consiga identificar maneiras alternativas que melhor

vii



Sumaério

se adaptem ao fenomeno que esta sendo analisado. Para um determinado
caso, talvez o melhor seja considerar abertos, talvez wizinhancas, redes,
sequeéncias, fechados, filtros e etc.

Viil



Parte 1

Espacos Métricos



CAPITULO
Definicao e Propriedades

Vamos descrever (definir) o que se entende por espago métrico (defini¢ao
, e estudar propriedades desses espacos que nos motivarao a definir o
conceito mais geral de espago topologico (definigao .

Os conhecimentos adquiridos neste capitulo serao importantes para que
o leitor possa ter exemplos concretos e também motivacao suficiente para
reconhecer a utilidade e aceitar com naturalidade os conceitos que serao
apresentados nos capitulos seguintes.

1.1 Definicao

Um espaco métrico ¢ um conjunto X, munido de uma métrica
d: X x X —R". A métrica faz com que esteja definida uma nocao de
distancia entre os pontos de X.

Definigao 1.1 (Métrica). Seja X um conjunto qualquer. Uma métrica
definida sobre X € uma func¢ao

d: XxX — Rt
(z,y) = d(z,y)

que, para todo x,y,z € X, satisfaz
1. d(z,y) =0z =1y.
2. d(z,y) = d(y, ).

3. d(x,z) <d(x,y)+d(y,z). (desigualdade triangular)




1.1. Definigao

Dizemos que (X, d) € um espago métrico. Em geral, por um abuso de
linguagem, quando a métrica d estd subentendida, dizemos que X € um
espaco métrico.

Em R™, a métrica usualmente adotada é a métrica euclidiana, dada por

n
2
> lay =yl
j=1

Onde x = (z1,...,2,) ey = (Y1, -, Yn)-

Em varias situagoes, o item da definicao de métrica, nos permitira
concluir que dois pontos x,y € X sao de fato o mesmo ponto. Basta mostrar
que d(z,y) = 0. O item |) ¢ o mais importante da definicao. E este item
que abstrai a idéia de que a distancia entre dois pontos esta intimamente
relacionada com o “menor caminho” entre dois pontos:

d(z,y) = (1.1)

Se existe um caminho A, partindo de = e indo para y, e um
caminho B, partindo de y e indo para z, entao, a menor distancia
(ou o infimo dos comprimentos dos caminhos partindo de = e
indo para z) nao é maior do que a soma dos comprimentos de

Ae B. (figura[L.1]

Figura 1.1: Desigualdade triangular: ¢' < A + B.

Defini¢ao 1.2 (Bola). Seja (X,d) um espago métrico, v € X ec > 0. A
bola de centro x e raio € é o conjunto de todos os pontos que distam de x

menos que €:
B.(z) ={y € X | d(z,y) < e}.



1.2. Propriedades Elementares

Figura 1.2: A bola de centro x e raio ¢.

1.2 Propriedades Elementares

Nesta secao, (X, d) é um espago métrico. As propriedades mais interessantes
dos espacos métricos sao conseqiiéncia da desigualdade triangular. Muitas
vezes, essas propriedades sao mais faceis de serem visualizadas quando
consideramos a distancia euclidiana em R?. Ou seja, quando fazemos um
desenho em uma folha de papel. E importante enfatizar no entanto, que os
resultados dependem apenas das propriedades das métricas (defini¢ao .
O desenho melhora a intuigao, mas nao é uma demonstragao.

Todas as proposigoes deste capitulo sao muito simples. O leitor deve ser
capaz de completar as demonstragoes que afirmam, por exemplo, que basta
tomar um certo 6 > 0 para concluir a demonstragao.

Proposigao 1.3. Sejam x € X e e > 0. Entao existe n € N tal que
Bi(x) C B.(z).
Demonstracao. Basta tomar n grande o suficiente para que % <e. O]

A seguinte proposicao, apesar de muito simples, é fundamental para o
desenvolvimento de toda a teoria que se seguird, e é conseqiiéncia direta da
desigualdade triangular.

Proposicao 1.4. Sejamx € X, >0 ¢
y € B.(x).
Entao, existe 6 > 0 tal que

B(;(y) C BE<33')



1.2. Propriedades Elementares

Veja a figura[1.3

Figura 1.3: Para cada ponto y da bola B.(x), temos uma “bolinha” centrada
em y e toda contida em B, (z).

Demonstragao. Basta tomar 6 < & — d(z,y). Neste caso,

z € Bs(y) = d(y,z) <o
=d(z,2) <d(z,y)+0<e
= z € B.(x).

]

Proposicao 1.5. Sejam xq1,29 € X, ee1,69 > 0. Entao, dado z € Be,(x1)N
B, (x2), existe § > 0 tal que

Bs(z) C B, (z1) N B, (x9).

Veja a figura [1.4)

Demonstragao. Pela proposigao [1.4] existem 61,05 > 0 tais que

B51(Z> - BEI(Il)
Bs,(2) C Be.,(x9).

Basta portanto tomar qualquer 6 < min(dy, ds). ]

Repare que a proposicao “vale” para qualquer ntmero finito de bolas
B, (z1),..., B, (z,). Mas nao “vale” para um numero infinito de bolas.



1.2. Propriedades Elementares
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Figura 1.4: Para cada ponto z da intersecao B, (z) N B.,(y), temos uma
“bolinha” centrada em z e toda contida na intersecao.

Proposicao 1.6. Sejam x,y € X dois pontos distintos de X. Entdao existe

e >0 tal que
B.(x) N B(y) = 0.

; 7
Veja a figura[1.5
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Figura 1.5: Dois pontos distintos x e y podem ser “separados” por bolas
disjuntas.

Demonstragao. Como x # y, temos que d(zx,y) > 0. Basta tomar

d(x,y)
< —=7,
=T



1.3. Exemplos

Proposicao 1.7. Seja x € X. Entao,

() B-(x) = {x}.

e>0

Demonstracao. Basta mostrar que dado y € X com y # z, existe £ > 0 tal
que

y & Be(z).

Basta tomar ¢ < d(z,y). Ou entdo notar que isso segue como um caso
particular da proposicao [1.6] O

1.3 Exemplos

Exemplo 1.8 (Métrica Usual dos Reais (métrica euclidiana)). Considere
o conjunto dos nuimeros reais R. A seguinte métrica é a métrica usual dos
numeros reais:

d.|(z,y) = |y — z|.

O espaco (R, d|.|) é um espaco métrico.

Exemplo 1.9 (Métrica Discreta). Seja X um conjunto qualquer. Entao,
definimos a métrica discreta em X por

0, z=

Exemplo 1.10 (Métrica Euclidiana de R™). Considere o espago vetorial
R™. Agora, defina

d(z,y) = [ly — [,

onde ||-|| é a norma euclidiana de R"™. O espacgo (R", d) é um espago métrico.
Além do mais, possui as seguintes propriedades:

1. Para todo a,z,y € R", d(x 4+ a,y + a) = d(z,y).
2. Para todo z,y € R" e a € R, d(ax, ay) = |a|d(z,y).
Poderiamos ter feito o mesmo para C™.

Exemplo 1.11 (Os Complexos e o R?). Podemos identificar um nimero
complexo z = a + i € C com o elemento (o, ) € R% Assim, usando a
métrica euclidiana de R?, obtemos a métrica

(g + Bui, oz + Bai) = /(2 — a1)? + (B2 — 1)




1.3. Exemplos

Exemplo 1.12 (Identificando Dois Conjuntos). O que fizemos no exemplo
, poderia ter sido feito para qualquer aplicagao injetiva. Se (X, dx) é
um espac¢o métrico, e f:Y — X é uma injecao partindo de um conjunto
qualquer Y, entao podemos definir a seguinte métrica no conjunto Y':

dy (Y1, y2) = dx (f(v1), f(y2))-

Exemplo 1.13 (Restricio a um Subconjunto). Seja (X,d) um espago
métrico e A C X. Entdo, (A,d|axa) é também um espaco métrico. De
fato, esta construcao é exatamente o que foi feito no exemplo onde a
identificacao entre A e X é a identidade:

d: A —- X .
a — a

Exemplo 1.14. Seja X um conjunto qualquer. Denote por F' o conjunto
de todas as funcdes f : X — R. A seguinte funcdo NAO é uma métrica em
F:

d(f,g) = suplg(x) — f(z)|.

zeX

Isso porque é possivel que d(f,g) = oo. No entanto, se considerarmos o
conjunto I = {f € F' | d(f,0) < oo}, onde 0 representa a fun¢ao constante
de valor 0, entao (F’,d|p) é um espago métrico. Note que poderiamos ter
usado qualquer outra funcao no lugar de 0.

Sempre podemos fazer isso quando uma funcao d : X x X — R* U {oc}
satisfaz, com excecao da possibilidade de assumir o valor oo, as condigoes
para ser uma métrica listadas na definigao (1.1} Esse artificio é utilizado por
exemplo, em andlise funcional, quando se estudam os chamados espacgos
L?. E importante notar que a funcdo d : X x X — Rt U {co} estd bem
definida. Apenas nao é uma métrica se assumir o valor oco.



CAPITULO
Topologia Usando uma Meétrica

Vamos ver como a métrica (distancia) é utilizada para descrever aspectos
topoldgicos dos espacos métricos. Veremos como uma métrica ¢é utilizada
para descrever convergéncia de sequiéncias (deﬁnigéo e continuidade de
fungoes (definicao e proposi¢ao .

Neste capitulo, (X, d) é um espago métrico.

2.1 Seqiiéncias e Convergéncia

Seja n € N. A sequéncia de pontos =, = + é tal que, “na medida que n
n n )

se torna suficientemente grande, a sequéncia x, se aproxrima de 0”. Nesta

sessao, vamos formalizar o que entendemos por:

Na medida que n se torna suficientemente grande, % se aproxima

de 0.

Para um espaco métrico X, a nocao de “se aproxima de” é um tanto quanto
natural, ja que temos uma métrica que nos da uma nocao de distancia. A
grosso modo, z,, € X se aproxima de x quando a distancia entre z,, e x,
d(x,,x), se aproxima de 0. Faltaria entao definir o que significa dizer que
a sequéncia de nimeros reais d(x,,x) “se aproxima” de 0.

Definigao 2.1 (Convergéncia). Sejam (X, d) um espago métrico e x,, € X
(n € N) uma sequéncia de pontos de X. Dizemos que x,, converge para um
certo x € X, e denotamos tal fato por

Tpn — T,




2.1. Seqiiéencias e Convergeéncia

Figura 2.1: A sequéncia 2% “se aproxima’ de 0.

d . . N o
- ou x, — T, Se quisermos enfatizar que a convergéncia € na métrica d —
quando para todo € > 0, existir N € N tal que

n>N=d(z,,x)<e.

Também dizemos que x € o limite da sequencia x, € €SCTevVEmMOS T =
limx,,.

A definicao generaliza o que j4 fazemos para os nimeros reais. No
caso dos nimeros reais, usualmente adotamos a métrica d(x,y) = |y — z|.

Definigao 2.2 (Convergéncia usual em R). Seja o, € R (n € N). Dizemos
que oy, converge para o € R, e denotamos tal fato por o, — «, quando para
todo € > 0, existir N € N tal que

n>N=|la—a,| <e.

Poderiamos ter tomado um outro caminho. Ja de posse da definicao [2.2]
poderiamos ter definido convergeéncia em espagos métricos de acordo com a
seguinte proposicao.

Proposicao 2.3. Seja z,, € X uma sequencia. Faga d,, = d(x,,z). Entdo
T, > r<d, — 0.

Onde a convergéncia do lado direito é dada pela defini¢ao ou,
equivalentemente, pela métrica euclidiana em R.

10



2.2. Continuidade

Demonstragao. E evidente, pois d(z,,x) — 0 se, e somente se, para todo
e > 0, existir N € N tal que

n>N=d(z,x) <e.
0

Proposicao 2.4. Seja x, € X uma sequencia e v € X. FEntao sao
equivalentes:

1. A sequéncia converge para T: x, — T.
2. Para todo € > 0, existe N € N tal que n > N = x,, € B.(x).

3. Para todo m € N, existe N € N tal quen > N = z,, € B1(x).

Demonstracdo. A equivaléncia entre os itens e segue da proposicao
.ol

Para a equivaléncia entre e , basta notar que x, € B.(r) &
d(z,, ) < €, e entdo fazer a substitui¢do na defini¢ao ]

Definigao 2.5 (Métricas topologicamente equivalentes). Enquanto nao
definimos o que € uma topologia, vamos dizer que duas métricas dy e dy
sobre X determinam a mesma topologia (sdo topologicamente equivalentes)
quando

dy da
Ty — TS Ty — L.

O objetivo da primeira parte deste livro é o de dar motivacao para os
conceitos de topologia geral que serao apresentados na segunda parte. A
este propésito serve a proposicao [2.4] que apresenta maneira alternativas de
se olhar para a convergéncia de sequencias em espagos métricos. Na medida
em que substituimos a métrica d(z,,z) pela bola B.(x), as formulagoes
ficam mais parecidas com suas correspondentes para espacgos topoldgicos
gerais

2.2 Continuidade

Olhando para o gréfico de uma fungao f: R — R na figura 2.2 vocé diria
que f é continua em a?

De que modo podemos expressar formalmente o significado de f ser ou
nao continua em a? Note que no exemplo da figura [2.2]

f(a+%) 24 f(a).

11



2.3. Topologia com Bolas

Figura 2.2: Como formular matematicamente que f é descontinua em a?

Muitos expressam esse fato dizendo que f tem um “salto” em a.

Definigao 2.6. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos. Dizemos que
f: X =Y é continua em a € X quando

a, = a= f(a,) = f(a).

Definigao 2.7. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos. Dizemos que
f: X =Y € continua quando for continua em todo ponto a € X.

Notagao. Também escrevemos f:(X,dx) — (Y,dy) para indicar que
estamos considerando os espagos métricos (X, dx) e (Y,dy), e que f € uma
fungdo de X em Y.

Observacao 2.8. A continuidade depende apenas da “topologia” dos
espacos considerados. Se f: X — Y é continua quando considerados os
espagos métricos (X, dx) e (Y, dy), entao serd continua nos espagos (X, d'y)
e (Y,d}) sempre que as métricas dx e dy forem equivalentes a dy e dy,
respectivamente.

2.3 Topologia com Bolas

Até o presente momento, temos trabalhado com sequéncias. Nesta secao
vamos formular os mesmos conceitos utilizando bolas. Para que a transi¢ao
entre sequéncias e bolas seja suave, vamos comecar reavaliando a proposi¢ao

A proposigao afirma que dizer que x,, converge para x ¢ o mesmo que
dizer que toda bola centrada em x contém todos os z,,, exceto talvez para

12



2.3. Topologia com Bolas

uma quantidade finita de indices n. Note que na proposi¢ao faldvamos
em “para todo € > 07, mas isso é o mesmo que dizer “para toda bola”!

Resumindo o que ja havia sido feito, temos a seguinte caracterizacao
para a convergéncia de uma sequéncia.

Proposicao 2.9. Seja X um espagco métrico e x,, € X uma sequéncia de
elementos de X. FEntao, x, converge para x € X se, e somente se, para
toda bola B.(x) centrada em x, existir N € N tal que

n> N = x, € B.(z).
Demonstragao. Veja a proposigao [2.4] O

Proposicao 2.10. Sejam X e Y espacos métricos. FEntao as sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

1. A funcao f: X — Y € continua em a € X.

2. Para toda bola By = B-(f(a)) centrada em f(a), existe uma bola
B, = Bs(a) centrada em a, tal que

f(Ba) C Bya)-

3. Para toda bola B = B.(f(a)) centrada em f(a), f~Y(B) contém
alguma bola centrada em a.

Demonstracdo. m &

A equivaléncia entre os itens e é evidente, ja que dizer que existe
uma bola é o mesmo que dizer que existe o > 0.

= @=-0

Vamos mostrar que o item implica na continuidade de f no ponto a
de acordo com a definicao . Seja x, — a. Vamos mostrar que f(x,) —
f(a). Tome uma bola qualquer B centrada em f(a). Por hipdtese, existe
uma bola B, centrada em a tal que

f(Ba) C B.

Pela proposi¢ao [2.9] temos que z,, € B, exceto para um nimero finito de
indices n. Ou seja, f(x,) € f(B,) C B, exceto para um numero finito de
indices. O que pela proposicao é o mesmo que dizer que f(z,) — f(a).

13



2.3. Topologia com Bolas

= =6

Suponha entao que o item nao vale. Neste caso, existe uma bola B
centrada em f(a) tal que f~!(B) ndo contém nenhuma bola centrada em
a. Para cada n € N, escolha =, € Bi(a) tal que f(z,) ¢ B. A sequéncia

x, converge para a (por qué?), mas f(z,) ndo converge para f(a) (por
que?). O

Observacao 2.11. Repare como o item [2| se assemelha a definicao de
continuidade que utiliza argumentos do tipo € — ¢:

Para todo € > 0, existe 9 > 0 tal que

d(z,a) <0 =d(f(x), f(a)) <e.

Observacao 2.12. Para mostrar que a negacao do item implica na nao
continuidade de f, construimos uma sequéncia z,, — a tal que f(z,) /4
f(z). Para isso, utilizamos as bolas Bi(a) e a proposi¢ao .

14



CAPITULO

Topologia de Espacos
Meétricos: releitura

Neste capitulo, vamos fazer uma releitura do que estudamos no capitulo [2|
Desta vez, vamos tentar eliminar o maximo possivel os argumentos do tipo
“epsilon e delta”. O objetivo é apresentar a topologia dos espacos métricos
utilizando a métrica o minimo possivel, de modo a tornar a apresentacao
dos conceitos mais parecida com seus correspondentes quando trabalhamos
com a chamada topologia geral (definigao .

O conceito mais importante e mais enfatizado nos cursos de topologia é
o de conjunto aberto (defini¢ao . No entanto, o conceito de vizinhanca
(definigao ¢ muito mais fundamental e mais natural, principalmente
quando se faz o paralelo entre o ponto de vista da topologia geral e a
topologia dos espagos métricos. O conceito de vizinhanga é muito mais
préximo e generaliza muito melhor o que se faz quando se utiliza argumentos
com bolas, ou argumentos do tipo “epsilon e delta”, muito comuns quando
tratamos de espagos métricos.

3.1 Vizinhancas

Quando falamos de convergéncia e continuidade nos capitulos anteriores,
estavamos de posse de uma métrica. A métrica nos dava a nocao de
distancia que nos permitia falar de “proximidade”. Quando dizemos que
xr, converge para x, nao estamos de fato interessado nos pontos que estao
“longe” de x. Estamos interessados apenas nos que estao “proximos”. De
fato, poderiamos nos restringir apenas a bolas “pequeninas”. Poderiamos
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3.1. Vizinhancas

nos restringir a bolas de raio menor que 1. Ou entao, a bolas de raio 2%
Ou, de modo um pouco mais geral, poderiamos nos restringir a bolas de
raio €, > 0, onde ¢, é uma sequéncia qualquer tal que ¢, — 0.

Quando x, converge para x, é porque se V é um conjunto que
contém x e é de certa forma um conjunto suficientemente grande, contera
toda a sequéncia z,, exceto para uma quantidade finita de indices n.
Esse suficientemente grande, no caso de espagos métricos, significa que
existe uma bola B centrada em x tal que B C V. A esses conjuntos

suficientemente grandes, chamamos de vizinhancas de x. (veja a proposigao

2.9)

Definicao 3.1. Seja X um espago métrico e x € X. Todo conjunto V C
X que contém uma bola centrada em x é chamado de vizinhanca de .
Denotamos por V (z) o conjunto de todas as vizinhangas do ponto x.

Figura 3.1: O conjunto V' é uma vizinhanga x pois é “grande” o suficiente
para conter uma bola centrada em zx.

E imediato que toda bola centrada em z é uma vizinhanga de x. Mais
do que isso, pela proposicao [1.4], uma bola é vizinhanca de todos os seus
pontos. Esta propriedade esta formalizada na proposicao seguinte.

Proposicao 3.2. Se B C X ¢ uma bola em um espaco métrico X. Entao,

yeE B=BeV(y).

Ou seja, uma bola € vizinhanga de todos os seus pontos.

Demonstragdo. Veja a proposi¢ao[I.4 Ou, para um argumento mais visual,

compare as figuras [1.3) e 3.1] O
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3.1. Vizinhancas

A seguir, apresentamos algumas propriedades elementares das
vizinhangas de um ponto.

Proposicao 3.3. Seja X um espago métrico e x,,x € X. Entao
Ty — X

se, e somente se, para toda vizinhanga de x, V € V (z), existir N = Ny € N
tal que
n>N=uz,cV.

Demonstracao. Tome uma bola B centrada em x tal que B C V. Para esta
bola existe N = Npg tal que

n>N=uz, €B.

Em particular,
n>N=uz,cV.

]

Proposicao 3.4. Seja X um espago métrico e x € X. FEntao valem as
sequintes afirmagoes sobre a familia V (x) de todas as vizinhangas de x:

1. Se AeV(x) e AC B, entio B €V (x).

2. A interse¢ao de duas vizinhancas de x também é uma vizinhanga de
x. Ou seja, se A,B €V (x), entaéo ANB €V (x).

3. Se A €V (x) entio existe B C A tal que x € B e B € vizinhanga de
todos 0s seus pontos.

Demonstracao. O item ¢ imediato.

O item ([2) é imediato do fato que as bolas centradas em x sao totalmente
ordenadas. Ou seja, a que tiver o menor raio estara contida em ambos os
conjuntos.

O item é uma re-interpretagao da proposicao Basta tomar B
como sendo uma bola centrada em x contida em A. O

Observacao 3.5. Das propriedades listadas na proposi¢ao , o item
é o de interpretacao mais dificil. Vamos voltar a discuti-lo no em varios
momentos durante a exposicao sobre topologia geral, e principalmente no
capitulo ?7?. Uma das implicacoes do item , é a seguinte. A explicacao
pode ser acompanhada na figura Seja V € V(x). Suponha que para
cadan € N tenhamos uma sequéncia z),, ¢ V', indexada por m, que converge
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3.2. Continuidade em um Ponto

para x,. Entao, nao é possivel que a sequéncia x,, convirja para x. De fato,
o item da proposicao implica na existéncia de uma vizinhanca aberta
de = contida em V. Vamos chamar essa vizinhanga de B, que na figura
representamos sugestivamente como uma “bola”. Assim, se tivéssemos que
x, converge para x, teriamos que para algum k € N, z, € B. Como B
também é vizinhanca de xj (j4 que é vizinhanca de todos os seus pontos),
e como zF — x;, terfamos que para algum j € N, xf € B. Contrariando o
fato de que :Ef gvV.

Figura 3.2: Se z, — x, entao algum 27!, pertence a V. Este fato se deve

ao item da proposicao .

3.2 Continuidade em um Ponto

Usando vizinhancas para expressar continuidade a formulacao fica muito
simples. O trabalho todo ja foi feito na proposicao [2.10]

Notacgao. Seja X um conjunto. Chamamos de partes de X, e denotamos
por P (X) a familia formada por todos os subconjuntos de X .
Sef:X =Y eFCP(Y), escrevemos f~(F) para indicar a familia

AR ={f(A) | Ae F}
Assim, podemos olhar para f=! como sendo a aplicacao

L PY) = PX)
A = fTHA)
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3.3. Base de Vizinhancas

Proposicao 3.6. Sejam X e Y espagcos métricos. Entao f: X —Y €
continua em a € X se, e somente se,

[TV (f(a)) € V(a).

Demonstra¢ao. Tome V € V(f(a)). Entao existe uma bola B centrada
em f(a), tal que B C V. Pela proposic¢ao , f~YB) € V(a). Como
fYB) C f~4V), temos que f~1H(V) € V(a).

Por outro lado, se f~'(V(f(a))) C V(a), teremos que em particular
f~Y(B) € V(a) para toda bola centrada em f(a). Ou seja, f~(B) contém
uma bola centrada em a para toda bola B centrada em f(a). Novamente,
pela proposigao [2.10] isso implica que f é continua em a. m

Em se tratando de espagos métricos, tanto a defini¢ao 2.6, quanto
qualquer uma de suas formulagoes equivalentes dadas pelas proposigoes
e [3.6) poderiam ser utilizadas como a definicao de continuidade em
um ponto. Poderiamos ter escolhido um caminho diferente e adotado uma
definicao de continuidade no estilo

Para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que

d(z,a) <6 = d(f(z), f(a)) <e.

Cada caracterizacao enfatiza um aspecto diferente do fenomeno de
continuidade. E importante que nao nos acomodemos a apenas uma delas,
mas que escolhamos a mais adequada a situacgao.

3.3 Base de Vizinhancas

Quando definimos o que seriam as vizinhancas de um ponto x € X de um
espaco métrico, utilizamos as bolas centradas em z. Chamando de B a
familia das bolas centradas em x, temos que

BCV(x).

Além do mais, todo conjunto V' € V (z) contém um conjunto B € 5. Ou
seja, a sub-familia B determina quais sao as vizinhancas de x. Poderiamos
ter nos restringido as bolas de raio % para compor a familia B. As
vizinhangas “geradas” por essa nova familia B seriam exatamente as

mesimas.
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3.3. Base de Vizinhancas

Defini¢ao 3.7. Seja V (z) a familia de todas as vizinhangas de v € X,
onde X € um espago métrico. Entao, dizemos que B C V (x) € uma base
de vizinhancas de x quando

V()={VcX|3IBeB, comBCY}

Proposicao 3.8. Seja X um espagco métrico e x € X. Seja também B uma
base de vizinhancas de x. Entao, uma sequéncia x, converge para x se, e
somente se, para todo B € B existir N = N(B) € N tal que

n>N=uz, €B.

Demonstragao. Dado V' € V (z), escolna B € B satisfazendo B C V.
Entéo, por hipétese, existe N = N(B) € N tal que

n>N({V)=N(B)=xz,€ BCV.
Portanto, z,, — . ]

Proposicao 3.9. Sejam X e Y espacos métricos e f: X —Y. Sejam
a € X e B uma base de vizinhangas de f(a). Entdo, f € continua em a se,
e somente se,

f1(B) c V(a).

Demonstragao. Pela proposicao basta mostrar que

71 B) cV(a) & [TV (f(a) CV(a).

Uma diregao é ébvia, ja que B C V (f(a)). Suponha entdao que V€ V (f(a)).
Neste caso, existe B € B tal que B C V. Assim, f~4(V) D f~4(B) € V (a).
Portanto, f~4(V) € V (a). O

A aplicacao mais imediata da proposicao é a equivaléncia entre as
seguintes afirmagoes, que sao definicoes alternativas para a continuidade
de f no ponto a:

Para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que
d(a,a) < § = d(f(x), f(a)) < <.

Para todo n € N existe m € N tal que

d(z,a) < 1 = d(f(x), f(a)) < %

m
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3.4. Conjuntos Abertos

3.4 Conjuntos Abertos

Um conjunto aberto € um conjunto que é vizinhanca de todos os seus pontos.
A proposicao mostra que em um espago métrico, todas as bolas sao
abertas. Por isso, muitos autores usam a expressao bola aberta para se
referirem ao que neste livro definimos como bola. Ainda vamos formalizar
isso melhor, mas os conjuntos abertos caracterizam toda a topologia do
espaco, haja visto que a familia

A, ={V €V(x) |V éaberto}

¢ uma base de vizinhangas de z para todo x € X. (veja o item da
proposicao

Conhecendo todos os conjuntos abertos, sabemos quem sao as sequéncias
convergentes, quais funcoes sao ou nao continuas e, conforme ja mencionado,
quais sao as vizinhangas de um ponto.

Definicao 3.10. Seja X um espaco métrico. Dizemos que um conjunto
A C X € aberto quando satisfaz

reA=>AeV(x).

Definicao 3.11. Dado um espago métrico (X,d), a topologia de X
induzida por d, denotada por T4 — ou, mais comumente, por um abuso
de notacao, denotada por Tx — € a familia de todos os abertos de X. Isto
¢,

7x = {A C X | A € aberto}.
Proposicao 3.12. Seja X um espaco métrico e x € X. Entao a familia
A, =V (x)N7x
¢ uma base de vizinhancas de x.

Demonstracao. Basta notar que, chamando de B a colecao de todas as bolas
centradas em =,

BCA, CV(x).
Como B é uma base de vizinhangas de z, qualquer familia “entre” B eV (x)
também é uma base de vizinhangas de x. (porqué?) O

Proposigao 3.13. Seja X um espago métrico. Entdao, Tx tem as sequintes
propriedades:

1. @,XGTX.
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3.4. Conjuntos Abertos

2. Se A,B € 7x, entao AN B € 7x.

3. Se Ay € 7x para uma familia qualquer de indices A € A, entao
U)\EA A,\ € TX .

Demonstragao. Para o item (|1)), é facil ver que X é vizinhanga de qualquer
ponto x € X. Para o conjunto vazio ...note que todos os elementos do
conjunto vazio satisfazem a propriedade que vocé quiser. Neste caso, a
propriedade de terem () como vizinhanca. Em suma:

reld=0eV ().

E portanto, ) € 7.

O item é consequéncia do item da proposicao . Ou seja, se
x € AN B, como A e B sao vizinhancas de z, entao A N B também é.
Assim, AN B é vizinhanca de todos os seus pontos.

Do mesmo modo, o item é consequencia do item da proposicao

3.4 pois

relJA=nervedc|JA={JAeV).
AEA AEA AEA

Ou seja, [Jyep A € vizinhanga de todos os seus pontos e é portanto aberto.
]

Proposicao 3.14. Seja X wum espago métrico e A C X. FEntdo, sdio
equivalentes:

1. O conjunto A € aberto.
2. O conjunto A pode ser escrito como uma uniao de bolas.

Demonstracao. Se A é aberto, entdao para cada ponto x € A existe uma
bola B, centrada em z e contida em A. Desta forma, é evidente que

A=JB.
z€A

Ou seja, A é uma uniao de bolas.

Por outro lado, sabemos que as bolas sao conjunto abertos. Assim,
qualquer conjunto que seja uma uniao de bolas é, pelo item da
proposicao [3.13], um conjunto aberto. O
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3.5. Continuinuidade em Todo Ponto

Sequéncias e Convergéncia com Abertos

Dado um espago métrico X. Podemos caracterizar o fenomeno de
convergencia em termos de sua topologia 7x? De fato, para dizer se
rn, € X converge ou nao para um certo x € X, de acordo com a proposi¢ao
.8 precisamos apenas conhecer uma base de vizinhancas de x qualquer.
Sabemos que os abertos que contém x formam uma base de vizinhancas de
x. Sendo assim, colcluimos que x,, converge para x se, e somente se, para
todo aberto A que contenha o ponto z existir N € N tal que

n>N=uzx, €A

3.5 Continuinuidade em Todo Ponto

Uma aplicagao f: X — Y entre espagos métricos X e Y ¢é continua
quando é continua em todo ponto do seu dominio. Se considerarmos
1P (Y) — P(X), afungio f serd continua em z € X quando f~! levar
vizinhangas de f(x) em vizinhangas de z. Sendo assim, para f continua, se
A C Y for um conjunto aberto (vizinhanga de todos os seus pontos), entao
f7Y(A) serd também vizinhanga de todos os seus pontos. Ou seja, se f é
continua, entao f~'(7y) C 7x. Vamos formalizar isso.

Proposicao 3.15. Sejam X e Y espacos métricos, e f: X —Y uma
funcdo qualquer. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. A funcao f € continua em todo ponto de X.

2. A imagem inversa de um aberto € também um conjunto aberto. Ou
seja, {1 (1y) C 7x.

Demonstracao. m =

Seja A € 1y. Entao, para todo x € f~!(A) temos que A é vizinhanca
de f(x), e pela proposi¢ao f7Y(A) é vizinhanca de z. Ou seja, f~1(A)
¢ aberto.

= =0

Sabemos pela proposicao que para todo r € X,

A =V (f(z)) N1y
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3.5. Continuinuidade em Todo Ponto

é uma base de vizinhancas de f(z). Pelo item (2)), temos que f~'(Afe))
é aberto e obviamente contém x. Ou seja, f~ (Ayw)) € V(z). Pela
proposicao [3.9] segue que f é continua em x. O

O exemplo seguinte mostra que nem toda bijecao continua tem inversa
continua.

Exemplo 3.16. Considere (R, d|.|) e (R, dg) os espacos métricos dados pelos
nimeros reais com a métrica euclidiana (exemplo [1.8]) e a métrica discreta
(exemplo [1.9)), respectivamente. Entao, a aplicacao identidade

id : (R, dd) — (R, d|.|)

é continua, mas sua inversa nao é. De fato, na topologia dada pela métrica
discreta, todos os conjuntos sdo abertos. Ou seja, 74, = P (R).

E o que significa entao dizer que f: X — Y ¢ bijetiva, continua e
sua inversa é continua? O fato de ser uma bijecao implica que podemos
identificar os pontos de X com os pontos de Y. O fato de ser continua
com inversa continua significa que com essa identificacao as estruturas
topoldgicas 7x e Ty também sao identificadas. Esse tipo de funcao f é
chamada de homomorfismo. De modo geral, quando f : (X, dx) — (Y, dy)
¢ uma funcao bijetiva qualquer, continua ou nao, com inversa também
podendo ser ou nao continua, podemos transportar a métrica dy para X
como feito no exemplo [1.12f

d/(aa b) = dy(f(&), f(b)>
Desta forma, reduzimos o problema ao caso da aplicacao identidade
id: (X,dx) — (X,d),

pois a aplicagao f serd continua (ou sua inversa serd continua) se, e somente
se, a identidade o for. Em outras palavras, dizer que f é continua é o mesmo
que dizer que 7y C 74, . Dizer que a inversa de f é continua, ¢ o mesmo que
dizer que 74, C 7. Assim, f serd um homeomorfismo quando 74 = 74, .

Definicao 3.17. Se X e Y sdao espacos métricos, entdo uma funcao
f: X =Y € chamada de homomorfismo quando € bijetiva, continua com
wmversa também continua.
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Topologia Geral
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CAPITULO

Motivacao e Definicoes

4.1 Motivacgao

Esta secao nao é formal. Nosso propdsito aqui é apenas dar motivacao para
as definicoes e propriedades que serao estudadas nas segoes seguintes. Se o
leitor nao se sentir confortavel com as divagacoes desta secao, pode omiti-la
sem problemas.

Nossa motivagao é obviamente o estudo que acabamos de fazer de
espacos métricos. Devidamente motivados pelo estudo feito na primeira
parte do livro, vamos abstrair o que seria a esséncia dos fenomenos de
convergéncia e continuidade. Uma alternativa seria associar ao espaco
X em questao uma estrutura que identificasse, para cada um dos pontos
x € X, quais sao e quais nao sao as sequéncias que convergem para x. Uma
deficiéncia desta abordagem esta na dependéncia para com o conjunto dos
nimeros naturais, que indexam as tais sequéncias. Futuramente, veremos
que uma solucao alternativa é o uso de “redes” em substituicao ao de
sequencia. Esta abordagem serd feita no capitulo 77.

Outra maneira seria associar a X uma estrutura que indicasse, quais
sao os conjuntos que formam as “vizinhancas” de cada ponto de X. As
vizinhancas de x € X indicam do que é que x estd “proximo” e do que é
que esta “afastado”. O ponto x estaria proximo de um conjunto B € X
quando para todo V' € V (z), tivermos BNV # (). A palavra “préximo”
estd entre aspas porque esse nao ¢ o termo matematico utilizado. O correto
seria dizer que z estd no fecho de B (definigao , ou que ¢ um ponto de
aderéncia de B.

As familias V (x) deveriam satisfazer as propriedades listadas na
proposicao . O item nao gera grandes polémicas. Para que um
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conjunto esteja proximo do ponto, tem que interceptar todas as suas
vizinhangas, portanto, acrescentar conjuntos maiores nao modificaria a
“converéncia”’. Talvez o nome “vizinhanca” nao seja realmente uma boa
escolha, ja que sugere que sejam conjuntos pequenos. Nao faz diferenga no
entanto, ja que nossos argumentos sao do tipo

intercepta todas as vizinhangas, por menores que sejam.

Esse tipo de argumento poderia ser restrito as vizinhancas “pequenas”, mas
nao faria diferenga, e seria complicado dizer o que é um conjunto “grande
demais”. Veja a definicao de base de vizinhancas de um ponto (3.7) e a
proposicao Assim, o item se presta mesmo a maximizar a familia
V (x) de modo que o fenémeno de convergéncia nao seja alterado.

Do ponto de vista do fenomeno de convergéncia, o item também
serve ao mesmo proposito de maximizar a familia V (z). Isso porque, se
para U,V € V (z), existem Ny, Ny € N tais que

n>Ny=ux,€e€U
n>Ny=ux,€V

entao, fazendo Nyny = max{Ny, Ny},
n> Nyny =z, €eUNV.

Assim, se U e V sao vizinhancas de x, levar ou nao em consideracao o
conjunto U NV como sendo vizinhanga de x nao afetaria o fenomeno de
convergencia. O que nao fosse convergente continuaria nao convergente, e
o que fosse convergente permaneceria convergente. Ja do ponto de vista da
idéia de “proximidade”, a condicao do item (|2|) garante que se dois conjuntos
A e B estao longe de z, entao a uniao AU B também esta longe de x. Veja
a figura 4.1l Em espagos métricos, todos os pontos estao distantes uns dos
outros. Assim, nenhum conjunto finito estda “préximo” de x, a menos que o
contenha. Por outro lado, uma sequéncia infinita de pontos z,, distintos de
x pode convergir para . No caso de espacos topoldogicos gerais, é possivel
que uma familia infinita de conjuntos A,, “afastados” de z seja tal que | J A,
esteja “préximo” de x, mas as unioes finitas estarao sempre “afastados” de
x.

O item mais dificil de aceitar da proposicao é o item . Como
ja mencionamos anteriormente, na observacao [3.5, este item serve para
garantir que se zj, — x, e para alguma vizinhanca V € V (93) for verdade
que z)) ¢ V, entao nao é possivel acontecer que z,, — x. E equivalente a
dizer que os abertos que contém x € X formam uma base de vizinhancas
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4.1. Motivacao

Figura 4.1: O conjunto A estda “afastado” de x por nao interceptar a
vizinhanca V. Da mesma forma, B também esta “afastado”de x. Entao, a
uniao A U B também esta “afastada” de x, pois U NV é vizinhanca de x.

de X. E o que garante que se conhecermos os abertos, conheceremos toda
a topologia.

Uma outra interpretagao para o item pode ser vista através da figura
4.2 Suponha que A C X é um conjunto “afastado” de z, e L C X ¢é tal
que A estd proximo de todos os pontos de x. Entdao, L também é um
conjunto “afastado” de x. De fato, se toda vizinhanca V' de z interseptar
L, a condicao do item garante a existéncia de uma vizinhanca aberta
de x U contida em V. Esta vizinhanca U intersepta L, mas por ser um
conjunto aberto, U é também vizinhanca dos pontos y € UN L. Como estes
pontos estao “proximos” de A, temos que U e, a fortiori, V interseptam A.
Ou seja, toda vizinhanca de x intersepta A e portanto, A esta “préoximo” de
x. Mais adiante, veremos que a condicao imposta ao conjunto L é o mesmo
que dizer que L estd no fecho (definigao de A. E a condicao do item
equivale a dizer que a operacgdo de fecho é idempotente. (veja o item
da proposigao [6.4))

J& que nossa tentativa de definir “topologia” de um modo abstrato
utilizando o conceito de wvizinhanca passa necessariamente pela idéia de
conjunto aberto, e os conjuntos abertos por si s6 determinam o que vem
a ser uma vizinhanca de z (é um conjunto que contém um aberto que
contém x — proposicao , a op¢ao que vamos adotar, ao menos por
enquanto, é a de definir a topologia definindo o que seriam os conjuntos
abertos. Para um conjunto X, escolhemos 7 C P (X) de modo que T
tenha as propriedades listadas na proposicao [3.13| Essas propriedades sao
semelhantes as correspondentes para “vizinhancas”. Dizer que X € 7 é o
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4.2. Definicao

Figura 4.2: Todos os pontos de L estao “préximos” de A, que por sua vez,
estd “afastado” de x. Entao L também esta afastado de x, pois se existisse
y € LNU, entao U seria vizinhanca de y e, por hipotese, interseptaria A.

mesmo que dizer que todo ponto tem ao menos uma vizinhanga (aberta).

4.2 Definicao

Agora que, na medida do possivel, devidamente motivados, vamos definir o
que vem a ser uma topologia em um conjunto X qualquer.

Definicao 4.1 (Espaco Topoldgico). Seja X wum conjunto qualquer.
Dizemos que uma familia 7 C P (X) define uma topologia no espa¢o X,
ou que (X, T) € um espago topologico, quando T satisfaz:

1. 0, X €.
2. A familia T € fechada por intersecao finita: A, BeT=ANBET.

3. A familia T € fechada por unido arbitrdaria: Ay € T(A € A) =
U)\GA Ay erT.

Os subconjuntos A C X tais que A € T sao chamados de abertos do
espago topoldgico (X, T). Por um abuso de notagdo, quando conveniente,
dizemos que X € um espago topoldgico.

A topologia de um espaco métrico, definida em ¢ de fato, pela
proposicao [3.13], uma topologia no sentido da defini¢ao Vejamos outros
exemplos de topologia.
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4.3. Vizinhangas e Base de Vizinhancas de um Ponto

Exemplos

Exemplo 4.2 (Topologia Discreta). Dado um conjunto qualquer X,
(X, P (X)) é um espago topoldgico. Esta topologia é induzida, por exemplo,
pela métrica discreta mencionada no exemplo [1.9]

Exemplo 4.3 (Topologia Trivial (cadtica)). Dado um conjunto qualquer
X, (X,{0,X}) é um espaco topoldgico. Se o conjunto X tiver mais do que
um elemento, essa topologia nunca é dada (induzida) por uma métrica, pois
nao satisfaz a proposicao [1.6]

Exemplo 4.4 (Topologia da Continuidade Inferior). Considere os nimeros
reais R e a seguinte familia de subconjuntos de R

T ={(a,00) | @« € R}.

Neste caso, (R, 7) é um espaco topoldgico. Assim como no exemplo ,
essa topologia também nao é induzida por uma métrica.
Do mesmo modo, existe a topologia da Continuidade Superior, dada por

7 ={(—00,a) | @ € R}.

Exemplo 4.5 (Topologia Inicial). Seja X um conjunto e (Y,7y) um
espaco topoldgico. Considere uma aplicacao f: X — Y qualquer. Entao
(X, f~ (ry)) é um espago topoldgico.

4.3 Vizinhancas e Base de Vizinhancas de
um Ponto

Assim como fizemos para espacos métricos, podemos definir para um espago
topolégico (X, 7), o que é para cada ponto z € X, a familia de todas as
suas vizinhancas.

Definicao 4.6. Seja (X, 7) um espago topolégico. Dado x € X, uma
vizinhanca aberta de x é um aberto A € T que contém o ponto x. Uma
vizinhanca de x € qualquer conjunto que contenha uma vizinhanc¢a aberta
de x. Denotamos por V (x) a familia de todas as vizinhangas de x.

Em um espago topolégico qualquer, as vizinhancas de um ponto possuem
as mesmas propriedades que as descritas na proposicao para o caso de
espacos métricos.
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4.3. Vizinhangas e Base de Vizinhancas de um Ponto

Proposicao 4.7. Seja X um espago topologico, e x € X um ponto de
X. Entdao valem as sequintes afirmagoes sobre a familia V (x) de todas as
vizinhancas de x:

1. Se AeV(x) e AC B, entio B €V (x).

2. A intersecdo de duas vizinhancas de x também € uma vizinhanca de
x. Ou seja, se A, B €V (x), entaio ANB €V (x).

3. Se A €V (x) entao existe B C A tal que x € B e B € vizinhanga de
todos os seus pontos.

Demonstracao. Todos os itens sao evidentes da definicao de vizinhanca. O
item ¢é consequeéncia do fato de 7 ser fechado por intersecao finita. [

Assim como no caso de espagos métricos, podemos caracterizar os
conjuntos abertos como sendo aqueles que sao vizinhangas de todos os seus
pontos.

s

Proposicao 4.8. Dado um espaco topologico X, um conjunto A C X €
aberto se, e somente se, for vizinhanca de todos os seus pontos.

Demonstracao. Pela definicao de vizinhanca, um conjunto aberto é
evidentemente vizinhanca de todos os seus pontos. Suponha entao que
A C X é vizinhanca de todos os seus pontos. Vamos mostrar que A é
aberto.

Por hipétese, para cada a € A existe um aberto U, tal que a € U, C A.

Neste caso,
A=|]JU.
acA
Como A é uma uniao de abertos U,, temos que A também é aberto. O

Definicao 4.9. Seja (X, 7) um espago topoldgico e x € X wum ponto
qualquer de x. Uma familia formada por vizinhangas de x, B C V(x),
¢ chamada de base de vizinhancas de x quando para toda vizinhanca
V e V(x) existir B € B tal que B C V. Se todos os conjuntos de B
forem abertos, ou seja, se B C T, entdo diremos que B ¢ uma base de
vizinhangas abertas de x.

Agora que, mesmo sem uma métrica, definimos o que vem a ser uma
vizinhanca de um ponto, podemos definir convergéncia de sequéncias. As
sequéncias nao serao tao importantes para a teoria geral. No entanto,

motivarao a definicao de redes; um conceito que serd trabalhado no capitulo
??
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4.4. Continuidade em um Ponto

Definigao 4.10. Seja (X, T) um espago topoldgico e x,, € X uma sequéncia
de elementos de X. Dizemos que x, converge para x € X na topologia T,
quando para toda vizinhanga V €V () existir N = N(V') € N tal que

n>N=uz,cV.

De maneira semelhante ao caso dos espagos métricos, denotamos tal fato
T .
por x, — x, ou simplesmente x, — x.

Novamente, como no caso métrico, para saber se uma sequéncia x,, € x
converge para x € X, basta verificar a condi¢ao da definigao para uma
base de vizinhancas de x. Em particular, assim como no caso dos espagos
métricos, dados z,,z € X, teremos que x, —  Se, e somente se,

para toda vizinhanga aberta A de x existe N = N(A) € N tal
que
n>N =z, €A

Isso porque a familia das vizinhancas abertas de x formam uma base para

V (z).

4.4 Continuidade em um Ponto

A essas alturas, o leitor ja sabe o que sera tratado neste capitulo. Assim
como fizemos para os espagos métricos no capitulo |3.2) vamos falar sobre
a continuidade de aplicacoes entre espagos topologicos. O leitor deve
comparar a defini¢ao e a proposicao [3.6 que caracteriza continuidade
em um ponto em espacos métricos.

Definicao 4.11. Sejam X e Y espacos topologicos e f: X —Y uma
aplicagao qualquer entre X e Y. Para x € X, dizemos que f € continua em
x quando

[V (@) C V(@)

Ou seja, quando a imagem inversa de toda vizinhanga de f(x) for uma
vizinhanca de x.

Em uma formulagao mais semelhante aos argumentos do estilo € — 9, a
definicao de continuidade fica assim

Para todo V € V (f(z)) existe U € V (x) tal que

yelU= f(y)eV.
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Como no caso de espagos métricos, basta verificar a condi¢ao da
definicao para uma base de vizinhancas de x.

Proposicao 4.12. Sejam X e Y espacos topologicos ¢ f: X —Y uma
aplicagdo qualquer. Dados x € X e B uma base de vizinhangas de f(x).
Entao, f é continua em x se, e somente se,

f7H(B) V().

Demonstracao. Se V€ V(f(x)), entao existe B € B tal que B C V.
Portanto, f~1(V) D f~Y(B) € V(). Assim, f~1(V) € V(z). Como V ¢
um elemento arbitrario de V (f(z)), temos que

fV(f() cV(2).

4.5 Continuidade

Continuidade é um conceito central em topologia. Uma aplicacao continua

transporta aspectos topoldgicos entre os espacos em questao. Dada uma

aplicacao f: X — Y entre os conjuntos X e Y, podemos ver f~! como

uma aplicacao

P —P(X).

Se (X,7x) e (Y, 7y) sdo espagos topoldgicos e f é continua em = € X,
podemos olhar para f~! restrita a V (f(x)) como sendo uma aplicagio

fHv(f@) = V()

A proposicao a seguir demonstra que quando f é continua em todo ponto
de X, entdo a restricao de f~! a 7y pode ser vista como uma aplicacao

f*1 Ty — Tx.

Proposicao 4.13. Sejam (X, 7x) e (Y, 7v) espacos topoldgicose f : X =Y
uma aplicacao de X em Y. Neste caso, sao equivalentes:

1. A funcao f € continua em todo ponto x € X.

2. Para todo aberto A € v, f71(A) € 7x.

33



4.5. Continuidade

Demonstracao. Se f é continua em todo ponto, entao, dado A € 1y, temos
que para todo ponto z € f~1(A), A € V (f(x)), pois A é aberto e f(z) € A.
Pela continuidade de f no ponto x, temos que f~!(A) € V (x). Acabamos
de mostrar que f~'(A) é vizinhanga de todos os seus pontos. Assim, pela
proposigio [.8) f~1(A) é um aberto de X. O

Definigao 4.14 (Fungao Continua). Dizemos que uma fun¢io f: X —Y
entre os espagos topolégicos (X, 7x) e (Y, Ty) é continua quando € continua
em todo ponto v € X. Ou, equivalentemente, quando f~'(1y) C Tx.

Homeomorfismos

Para dois conjuntos X e Y, uma bijecao f: X — Y identifica cada ponto
de X a um unico ponto de Y e vice-versa. Se X e Y forem espacgos
topolégicos, f for continua e sua inversa f~! : Y — X também for continua,
entao também serao identificados cada aberto de X com um tnico aberto
de Y e vice-versa. Tudo o que puder ser dito sobre a topologia de X podera
ser afirmado sobre a topologia de Y através da identificagao dada por f.

Definicao 4.15 (Homeomorfismo). Sejam X e Y espagos topoldgicos.
Dizemos que uma aplicacao

f: X—=>Y

¢ um homeomorfismo de X em Y quando f for bijetiva, continua e sua
inversa f~! também for continua.

Quando existe um homeomorfismo entre dois espacos topologicos,
dizemos que estes espacos sao homeomorfos.

Aplicacao Aberta

Com uma aplicacao f : X — Y entre espagos topolégicos, podemos tentar
relacionar as topologias de (X, 7x) e (Y, 7y). Se f for um homeomorfismo,
sabemos que X e Y possuem exatamente a mesma topologia quando os
pontos de X sao identificados com os de Y através de f. Se f for uma
bijecao continua, podemos identificar cada elemento de X com um tnico
elemento de Y. Com esta identificacao, teremos que 7 C 7x. Uma outra
propriedade que f pode ter, que ajudaria a relacionar os espacos X e Y é a
de levar abertos de X em abertos de Y. Neste caso, dizemos que f é uma
aplicacao aberta.

Definigao 4.16. Seja f : (X, 7x) — (Y, 7y) uma aplicagcdo entre os espagos
topoldgicos X e Y. Dizemos que f € uma aplicacao aberta quando f(7x) C
Ty .
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4.5. Continuidade

Um homeomorfismo é uma bijecao continua e aberta. Nossa motivacao
para a definicao de aplicacao aberta é simplesmente imaginar, ignorando
o fato de que f pode nem mesmo ser bijetiva, o que seria necessario
para que f~! seja continua. Mais adiante, veremos maneiras de se
transportar topologias de um espago topolégico a um conjunto qualquer
através de aplicacoes entre eles. Quando temos uma bijecao entre um espaco
topoldgico e um conjunto qualquer, fica facil transportar a topologia de um
para o outro. Adiantando um pouco as coisas, imagine que f: X — Y
¢ uma sobrejecao aberta e continua do espago topologico X no espaco
topoldgico Y. Podemos definir o conjunto

X={f'wlyeY}

que nada mais é do que “agrupar” todos os elementos de X que tém a
mesma imagem. A projecao natural de X em X é dada por

7 X — X )
o= fH(f(2)

A projegao leva um elemento x € X na “classe” formada por todos os
elementos de X que tem, por f, a mesma imagem que x. A aplicacao f
pode ser fatorada, de modo que o seguinte diagrama é comutativo (ou seja,

f=fom):
X1y,

17

X

Basta definir f(f‘l(y)) — y. Agora, f é uma bijecdo. Faria sentido esperar
que a topologia de X pudesse ser transportada para X, de modo que f
se tornasse um homeomorfismo entre Y e X. Trataremos desse tipo de
topologia no capitulo

Assim como podemos falar em continuidade em um ponto, podemos
também definir o que seria dizer que f: X — Y é aberta em x € X.
Assim como no caso de continuidade, a definicao fica melhor se usarmos
vizinhancas de x ao invés de abertos.

Definigao 4.17. Seja f : (X, 7x) — (Y, 7v) uma aplicagao entre os espagos
topolégicos X eY . Dizemos que f € uma aplicacao abertaem x € X quando

fV (@) cV(f(2)).
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CAPITULO

Construindo Topologias

5.1 Comparando Topologias

Em um mesmo conjunto X, podemos ter definidas duas topologias 7
e To. Pode acontecer que 7, C 7o, por exemplo. Neste caso, sempre
que f:(X,7)— (Y,7y) for continua, teremos que f: (X, 1) — (Y, 7y)
também sera continua. Também podemos concluir que

T2 T1
T, — T =T, — T.

Pode ser que nao tenhamos nem 7, C 75, nem 75 C 7. Duas topologias
nem sempre sao comparaveis.

Definigao 5.1. Se (X, 1) e (X, 7) sao duas topologias em um mesmo
conjunto X e 11 C To, entao dizemos que 7o € mais forte ou mais fina que
T1. Também dizemos que T € mais fraca que Ty.

Podemos também dizer que T € menor que Ty, 0U quE T, € maior que

7. Veja a observagao [5.5

A topologia determina quais sao as sequéncias que convergem e quais
nao convergem. Se imaginarmos a topologia como uma “peneira” que deixa
passar apenas as sequéncias convergentes, quanto mais fina for a topologia,
menos sequéncias passarao como convergentes. Veja a figura 5.1}

Proposicao 5.2. Seja X um conjunto qualquer, e Ty (A € A) uma familia
de topologias em X. Entdao T = (\,cp Ta € uma topologia em X.
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5.1. Comparando Topologias

XX Y XX V
Yy—Y Yu—Y
Zn—>z ZTL_)Z

Yy yy

Figura 5.1: Quanto mais fina é a topologia, menos sequéncias “passam”
como convergentes.

Demonstracao. Basta verificar que 7 satisfaz os axiomas listados na

definicao Por exemplo,

ABer=VAeAANBen=AnBe(|n=r
AEA

]

Observacao 5.3. A relacao mais forte que define uma ordem parcial na
familia

T(X)={r cP(X)]| 7 étopologia}

de todas as topologias de um conjunto X. Esta ordem é simplesmente a
restricao da relagao de inclusao definida em P (X)) a familia 7 (X).

Existe um elemento mazrimo dentre todas as topologias de X. E o
conjunto das partes de X, P (X), que é a mais forte topologia que pode ser
definida em X. Por outro lado, {0, X} é a topologia mais fraca em T (X).

A proposicao mostra que dada uma familia de topolgias 7y (A € A),
existe a maior topologia que é menor que todas as Ty. Essa topologia ¢ é o
infimo das Ty. Escrevemos

0= /\ Tx-

Por outro lado, a uniao de topologias nao é necessariamente uma topologia.
No entanto, se considerarmos a familia

]-":{TET |UTACT}

AEA
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5.1. Comparando Topologias

de todas as topologias que sao maiores que todas as 7, sabemos que a
familia F ndo é vazia, pois P (X) € F. Seja entdo o o infimo de F:

0:/\p.

A topologia o é a menor topologia que é maior que todas as 7). Essa
topologia é o supremo de 7, e é denotada por

O':\/T)\.

Comparacao de Topologias e Continuidade

Quando X ¢é um espaco topolégico dotado de duas topologias 71 € 75, o
que podemos dizer da relagao entre essas topologias se soubermos que a
aplicacao identidade

id: (X,n) — (X,7m)
r =
é continua? A resposta é simples:
id é continua < ™ C 7.
Vamos generalizar isso para uma aplicacao qualquer
f(X,mn) = (X, m).

Proposicao 5.4. Seja X um conjunto qualquer e (Y,7y) um espago
topoldgico. Dada uma aplicagao qualquer f: X =Y, 7y = f~Y1y) define
uma topologia em X.

Demonstragao. Basta notar que 0,X € 7, se A,B € 74, entao A =
fYA) e B = fYB) com A,B € 17v. Como 7y é uma topologia,
ANB e€ry. Assim, ANB = f["Y(A'NB) e fHry) = 15. Podemos
fazer analogamente para a uniao arbitréria de elementos de 7;. DBasta
observar que f~!':P(Y) — P(X) comuta com as operacoes de uniao e
intersecao. 0

Pela proposigao [5.4] dizer que f:(X,7x) — (Y,7y) ¢ continua ¢ o
mesmo que dizer que a topologia 7; ¢ mais fraca que 7x. De fato, ¢é facil
verificar que 74 é a menor topologia que faz com que f: X — (Y, 7y) seja
continua.
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5.2. Sub-Base

5.2 Sub-Base

A construcao feita na observacao é muito comum. E essa construgao
que em algebra, por exemplo, nos permite definir para um grupo G e um
subconjunto qualquer S C G, o que seria o grupo gerado por S. Esse
seria 0 menor subgrupo de G que contém S. Do mesmo modo, para um
espaco vetorial V' e um subconjunto qualquer S C V, podemos definir o
menor subespaco de V' que contenha S. Este é o sub-espaco vetorial gerado
por S. Existem exemplos também em teoria da medida. Assim, como na
proposicao 5.2} a interse¢ao de uma familia de sub-grupos é um sub-grupo, a
intersecao de uma familia de sub-espagos vetoriais é um sub-espaco vetorial.

Definigao 5.5. Seja X um conjunto, e C C P (X) uma familia qualquer
de subconjuntos de X. Entao a topologia

T(C):\/T

Cccr

¢ a topologia gerada por C. FEssa € a menor topologia de X que contém a
familia C.

Definigao 5.6. Seja X um conjunto qualquer, e C C P (X) uma familia
qualquer de subconjuntos de X. Mesmo sem definir o que venha a ser uma
base para a topologia (defini¢ao , vamos definir o conjunto

B(C):{ﬁAj|neN, Ajec},

j=1
e chamd-lo de base induzida pela familia C.

Por um abuso de notagdo, quando C = {A,|\ € A}, por vezes
escrevemos 7T (Ax, A € A) no lugar de 7(C). E quando Cy, (A € A) é uma
colecao de familias de subconjuntos de X, escrevemos 7 (Cy, A € A) ao invés
de 17 (U)\e A C,\). As seguintes propriedades da topologia gerada por uma
familia sao consequéncia direta da definicao. O leitor deve ficar atento para
a diferenga entre

7(Cr, X € A)

T (C)\), A e A

Proposicao 5.7. Sejam C e D familias de subconjuntos de um conjunto
X, e 7 uma topologia em X. Entao, valem as sequintes propriedades:
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1. Todos os conjuntos em C sao abertos na topologia gerada: C C 7 (C).
Se C C D, entao 7 (C) C 7 (D).

Temos que C C T se, e somente se, 7 (C) C T.

e e

Se T € uma topologia, entao T = 7 (7). Em particular, vale que
7(1(C)) =7(C).

SeCcrtcCT7(C), entioT =71(C).

SeCCDcCrT(C), entio 7 (C) =7 (D).

SeE=1(C)UT (D), entao 7 (E) =71 (CUD,).

o RS> =

Seja Cy, (A € A) uma cole¢ao de familias de subconjuntos de X.
Entao,

7(7(C\), A€ A) =7 (Cx, A € A).

Demonstracao. Vamos mostrar apenas o item , que ¢é mais dificil. O
restante fica como exercicio. :-)
E evidente, pelo item , que

7-<££Fa> C7-(£ij(cg>.

No entanto, novamente pelo item , sabemos que para todo v € A,

T(Cy) CT (U CA>.

AEA

E portanto,

UfwgcT<UcJ

AEA AEA

(Un)er(ue)

Agora, pelo item [5
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5.2. Sub-Base

Forma da Topologia Gerada

Qual é a forma de um aberto de 7 (C) quando expresso em termos de C?
Obviamente que a topologia gerada por C deve conter todas as intersecoes
finitas e todas as unioes de elementos de C. Mas isso nem sempre ¢ suficiente.
A proposigao nos diz como podemos escrever os abertos da topologia
gerada em termos de conjuntos da sub-base.

Proposicao 5.8. Seja C uma sub-base para um espago topoldgico (X, T).
Ou seja, T =7 (C). Vamos assumir que ), X € C. Considere a base induzida
B = B(C) de todas as intersegoes finitas de conjuntos de C. Entao, todos
0s conjuntos da topologia sao unides de conjuntos de B:

T:{UAHS’/CB}.

AepB!

Demonstragao. A topologia 7 (B) necessariamente contém B. Assim,
CcBcCr(B).

Considere entao, a familia 7/ dada pelas unices de elementos de B:

T’:{Umzs"cs}.

AeB'
Novamente,

ccBcr cr(B).

Para concluir que 7 = 7/, basta mostrar que 7" é uma topologia. Assim,
como 7 é a menor que contém C, poderemos concluir que 7 = 7’. E imediato
que

0, Xer.

Também ¢é evidente pela prépria definicao de 7/, que 7’ é fechado por unioes
arbitrarias. Basta entao verificar que se A, B € 7/, entao AN B € 7’. Onde,

A= J U BacB)
UeBa
B= |JV (BzcCB).
VeBp
Mas, neste caso,
AnB= |J W
WeBe

onde Bo = {UNV |U € By, V € Bg}. Agora, basta notar que Bo C B,
pois B é fechada por intersecao finita. n
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5.2. Sub-Base

Observagao 5.9. Nas hipdteses da proposicio 5.8 assumimos que 0, X €
C. Essa hipotese nao seria necessaria se trabalhdssemos com a seguinte

convencgao:
Ja=0
Ael

(A=x.

Ael

Esta convencao se torna mais natural se, considerando a relagao de ordem
C em P (X), interpretarmos U e N como sendo operadores de supremo e
infimo, assim como fizemos na observacao [5.3 Desta forma, dado F C

P (X),
UA
AeF

¢ o menor subconjunto de X que é maior que todos os conjuntos em F.
Se F é vazio, entao o menor subconjunto seria justamente (). Da mesma

forma,
A

AeF

é o maior subconjunto de X que é menor que todos os conjuntos em F. Se
F = 0, este conjunto é simplesmente o maior subconjunto de X, que é o
proéprio X.

Sub-Base e Continuidade

Se temos uma aplicacdo f: (X,7x) — (Y, 7y), e uma sub-base C de 7y,
como podemos dizer, olhando para f~!(C), se f é ou nao continua. Um
primeiro “chute” seria talvez dizer que basta que f~!(C) C 7x. Obviamente
que esta é uma condicao necessaria. A proposicao seguinte é o elo que falta
para mostrar que a condigao f~1(C) C 7x ¢ equivalente & continuidade de

f.

Proposicao 5.10. Sejam X e Y dois conjuntos e C C P (Y) uma familia
de subconjuntos de Y. Entao,

T(f7HC) = (7(C).

Demonstracao. Vamos utilizar a seguinte notacao:

n=7(fC))
= f"1(r(C)).
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Por definicao, 7, é uma topologia. E facil ver (exemplo ) que 75 também
é uma topologia. Como f~1(C) C 7, segue que

71 C 7o,

pois 71 ¢ a menor topologia com tal propriedade. Resta entao mostrar que
dado A € 1y, teremos A € 7.

Pela proposicao 5.8, dado A € 75, basta mostrar que A pode ser escrito
como uma unido arbitrdria de intersecoes finitas de elementos de f~!(C).
De fato, A = f~(4’), onde A’ € 7 (C) é uma unido arbitraria de intersegoes
finitas de elementos de C. Como f~! comuta com as operacoes de uniao e
intersecao, temos a expressao desejada para A, concluindo a demonstracao.

O

Conforme prometido, vamos utilizar a proposicao [5.10| para mostrar
que para uma aplicacao f: (X, 7x) — (Y,7(C)) ser continua, basta que
ffl(C) C 7x.

Proposicao 5.11. Seja f: (X, 7x) = (Y, 7v), onde 7v = 7(C). Entao, f
¢ continua se, e somente se, f~1(C) C 7x.

Demonstragao. E evidente que a condigao é necessaria. Vamos mostrar que
é suficiente. Pela proposicao [5.10, temos que

[ y) =7 (f71(C)).

Mas a hipdtese f~!(C) C 7x implica que 7 (f~1(C)) C 7x. Ou seja,

[ v)=7(f7C)) c 7x.

5.3 Bases

Dada uma familia C de subconjuntos de um conjunto X, a base induzida
B = B (C) tinha uma propriedade interessante:

Todo aberto de 7 (B) é uma uniao de elementos de B.

Cada familia com essa propriedade é uma de base da topologia. Quando
construimos a topologia dos espagos métricos, as bolas formavam uma base

para a topologia. (proposicao |3.14))
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Definigao 5.12. Seja (X, 7) um espago topolégico. Uma familia B C T €
uma base para a topologia 7 quando todo conjunto A € T puder ser escrito
como uma uniao de elementos de B.

Como de costume, vamos ver outras maneiras de caracterizar o que vem
a ser uma base para uma topologia 7. Note que uma das condigoes da
definicao [5.12[é que B C 7.

Proposicao 5.13. Seja (X, 7) um espago topoldgico e B C T uma familia
de abertos de X. Entao as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

1. A familia
p={UBeBa|B CB}

onde sequimos a convengdo de que | JA € DA = (), € uma topologia de
X. E além disso, T =7 (B).

2. A familia B € uma base para T.

3. Para todo x € X e toda vizinhanca aberta de x, A, existe B € B tal
que T € B C A.

4. Para todo x € X, o conjunto
B,={AeB|zeA}
¢ uma base de vizinhancas de x. (veja a defini¢ao

5. Para todo A,Be€ B exec ANB existe C € B tal quex € C C ANB.
E além disso, 7 =7 (B) e X = U ez A

Demonstracao. m =

Pela definicao de base, B é uma base para p. Como
BCpcCrT(B),
temos que p =7 (B) = T.

= @=-6

Sejam A € 7 e x € A. Como o conjunto A é da forma

A=) B

Bep’
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5.3. Bases

para alguma sub-familia B’ C B, basta escolher B € B’ tal que x € B.

= (=0

Evidentemente que B, C V (), ja que a familia é formada por conjuntos
abertos que contém x. Basta (por qué?) mostrar que para toda vizinhanga
aberta de x existe B € B, tal que B C A. Mas a existéncia de tal B é
justamente a hipétese do item .

= =06

Se A,B € Bex € AN B, entao, por hipotese, A e B sao vizinhancas
de x. Portanto, AN B também é vizinhanga de z. Como B, é uma base de
vizinhancas de z, entao existe C' € B, tal que

re(CCANB.

Precisamos entao verificar que B gera 7. Primeiramente, note que todo
conjunto U € B é aberto, pois se z € U, entdao U € B C V (z). Ou seja, U
é vizinhanca de todos os seus pontos. Assim,

T(B) CT.

Por outro lado, todo aberto de 7 pode ser escrito como uma uniao de
elementos de B, pois dado V' € 7, para cada z € V existe V, € B, tal
que x € V, C V. Ou seja,

vV=_JV.

eV
E portanto,
T C 7 (B).
E evidente que X = [Jyep A, pois nenhum dos B, é vazio. (Note que
acabamos provando que = @)

= B=-0

J4 sabemos que ) € p. Pela hipdtese de X ser a uniao de todos os
conjuntos em B, X € p. Por defini¢ao, p é evidentemente fechada por uniao
arbitraria. Resta mostrar que é também fechada por intersecao finita. Para
isso, basta notar que A e B sao da forma

A:UAA

AEA

B=|]JB,

~yel’
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5.3. Bases

para alguma familia Ay, B, € B. Assim,

ANB= U AyN B,

(Ay)EAXT

sendo que, é facil verificar que as hipdteses do item implicam que cada
A\ N B, ¢ uma uniao de conjuntos em B. Portanto, AN B € p. m

Dada uma familia qualquer C C P (X), a proposigao mostra que
B (C) ¢ uma base para 7(C). Em particular, toda familia B fechada por
intersegdo finita é uma base para 7 (B). Esse fato pode ser verificado
também pelo item da proposicao . Esta condicao nao é, no entanto,
necessaria para que B seja uma base para 7 (B). As bolas, por exemplo,
formam uma base para a topologia de um espago métrico, mas nao é
necessariamente verdade que a interse¢ao de duas bolas serd uma bola.

Corolario 5.14. Seja B uma familia de subconjuntos de X. Para que B
seja uma base de T (B) € necessdrio e suficiente que para todo A, B € B,
AN B possa ser escrito como uniao de elementos de B.

Demonstragao. Basta verificar as condigoes do item da proposigao m
Evidentemente que B gera 7 (B). O restante da demonstragao fica como
exercicio. n
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CAPITULO
Fecho e Interior

Dado um subconjunto B C X de um espago topologico X, vamos associar
a B o conjunto B dado por todos os pontos que estdao “préximos”’ de B.
Veremos que a propriedade do item ([3) da proposicao [4.7] garantird que se
F = B, entao F' = F. Ou seja, apesar de termos acrescentado pontos em B
para construir o conjunto F', mesmo com esse alargamento, £’ nao se tornou
“préximo” de nenhum ponto do qual B ja nao fosse proximo. O conjunto
B é o fecho de B. E os conjuntos F' que satisfazem F = F sdo chamados
de conjuntos fechados. Veremos que os conjuntos fechados sao exatamente
os complementares dos conjuntos abertos.

6.1 Fecho e Fechado

Definigao 6.1. Seja (X, 7) um espaco topoldgico e B C X um subconjunto
qualquer de X . Definimos o fecho de B, e denotamos por B o conjunto

B={zeX|VWeV(@),VnB=0}

Também escrevemos cl (B); ou quando queremos enfatizar a topologia T,
escrevemos cl, (B).

Observagao 6.2. O operador de fecho é uma aplicagao

cd: P(X) — E(X).
B — B
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6.1. Fecho e Fechado

Lema 6.3. Seja (X, 7) um espago topoldgico. E para cada x, seja B, C
V (z) wma base de vizinhangas de x. Entdo,

B={ze€X|VVe€pB,VNnB=0}

Em particular, x estd no fecho de B se, e somente se, para todo vizinhanca

aberta U de x, UN B = ().
Vamos entao verificar algumas propriedades do operador cl,.
Proposicao 6.4. A operagao de fecho no espago topolégico (X, T) satisfaz:

1.

=

=0, X = X.
2. BCB.
AcCc B= AC B.

]|

3.
4. B=B. (c?2=cdl,)
d.

Se By (A € A) € uma familia qualquer de subconjuntos de X, entao

6. Se A B sao subconjuntos de X, entao

AUB=AUB.

Demonstracao. m  Itens , e .

Consequéncias imediatas da definigao de fecho.

m [tem .

Por , B C B. Seja entdo x € B, e seja U € 7 uma vizinhanca aberta
de z. Entao existe y € B, tal que y € U. Ou seja, U é vizinhanca de y. E
portanto, como y esta no fecho de B, existe z € B tal que z € U. Provamos
que toda vizinhanca aberta de x intercepta B. Pelo lema , x € B.

m [tem .

48



6.1. Fecho e Fechado

O item ¢ imediato da definicao de fecho. No entanto, também pode
ser demonstrado através do item , pois para todo v € A,

B,c|JBy=B,c /B
AEA AEA

Basta entao fazer a uniao para todo v € A.

m [tem @

Por , basta mostrar que
AUBC AUB.

Suponha que x € AU B, mas x ¢ A. Vamos mostrar que x € B. Existe
uma vizinhanca V' de z tal que VN A = (). Toda vizinhanca de x intercepta
AN B. Entao, toda vizinhanca de x contida em V| j& que nao intercepta A,
tem que interceptar B. Observando que a familia de todas as vizinhancas de
x contidas em V' forma uma base de vizinhancas de = (por qué?), concluimos

pelo lema que z € B. O

Observagao 6.5. A demonstracao do item (4| da proposicao (de fato, o
lema [6.3] utilizou, de maneira essencial, o fato de a familia das vizinhancas
abertas de um ponto formar uma base de vizinhangas. Veja a observacao

B.5] o texto introdutério da secao [3.5 e a figura [4.2]

s

Definicao 6.6. Dado um espago topoldgico (X, 1), um conjunto F C X é
fechado quando F = F.

Pela definicao de fechado, os conjuntos fechados sao os pontos fixos
da aplicagao cl,. Por outro lado, o item [] da proposi¢ao mostra que
todo conjunto da forma B é fechado. Ou seja, a familia dos conjuntos
fechados é exatamente a imagem de cl.. Se o “fecho” de um conjunto nao
fosse “fechado”, precisariamos dar outro nome para ao menos um dos dois
conceitos. :-)

Proposicao 6.7. Em um espaco topolégico (X, ), F C X € fechado se, e
somente se, F'° € T.

Demonstragao. Tome x € F°. Entao existe V € V (z) tal que VN F = (.
Ou seja, V' C F°. Portanto, F'° é aberto, ja que ¢é vizinhanca de todos os
seus pontos.
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6.1. Fecho e Fechado

Por outro lado, suponha que F° € 7. Entao, nenhum ponto de F*
pertence a F' (por qué?). Ou seja,

FCF.
Portanto, F' = F (por qué?). ]

Observacao 6.8. A proposicao mostra que a topologia de X pode ser
determinada pela familia

F={FCcX|F=F},

dos subconjuntos fechados de X. Quando é entao que uma familia F C
P (X) define os conjuntos fechados de uma topologia 77 Ou seja, quando é
que a familia

r={ACX | A° € F}

é uma topologia de X7 A resposta é simples: a familia F tera que satisfazer
as condigoes listadas na proposigao [6.9]

Indo um pouco além, se conhecermos cl,, também sabemos quem sao os
fechados de 7, e por consequéncia, sabemos quem ¢é a topologia 7. Desta
forma, quando ¢ entao que uma aplicacao

c:P(X)—=P(X)

é igual a operagao de fecho cl, de uma topologia 77 A resposta a esta
pergunta estd contida na proposicao [6.4l Veja o exercicio ?77.

Proposicao 6.9. Dado um espago topolégico (X, 1), a familia F formada
pelos subconjuntos fechados de X satisfaz:

1. 0,X € F.
2. i, Fhe F=FUFeF.
3. F)\EF<>\EA):>H>\€AF>\E]:.

Demonstragao. Basta utilizar as leis de De Morgan

Uac-(Na)

AEA AEA
ﬂA{z(UAQ
AEA AEA

para verificar a equivaléncia entre os itens da proposicao e os itens da
definigao de topologia [4.1] O
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6.2. Interior

O fecho de um conjunto B pode ser facilmente determinado se
utilizarmos a familia F dos fechados.

Proposicao 6.10. Seja X um espaco topologico e F a familia formada
pelos subconjuntos fechados de X. FEntao, para um subconjunto qualquer
BcCX,

BCF
F ¢ fechado

Em outras palavras, B é o menor conjunto fechado que contém B.

Demonstracdo. Como B é fechado e B C B, temos que

Afirmacao. Se F' é fechado, entao
BCF=BCF

De fato, o
BCF=BCF=F

Pela afirmagao anterior, é evidente que

6.2 Interior

Assim como para o fecho, dado um espago topoldgico (X, 7), podemos
associar a cada B C X o subconjunto de B formado por todos os pontos
dos quais B ¢ vizinhanca. Do mesmo modo que o fecho de um conjunto
é fechado, o interior sera aberto. E assim como o fecho de B é o menor
fechado que contém B, seu interior é o menor aberto contido em B.

Proposicao 6.11. Seja (X,7) um espago topologico e B C X um
subconjunto qualquer de X . Entdo existe um conjunto A C B que € o maior
subconjunto de B que é aberto. O conjunto A também pode ser escrito

A={xeB|BeV(x)}.
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6.2. Interior

Demonstracao. Como a uniao arbitraria de abertos é um aberto, entao

A:UU

Uert
UCB

é evidentemente o maior aberto contido em B. Vamos mostrar que A = A’.
O conjunto A’ é tal que se x € A, entdao A’ € V(). Como A’ C B,
entao para todo ponto de € A’, temos que B é uma vizinhanca de x. Ou
seja,
A'C A
Falta entao mostrar que o conjunto A é aberto e que portanto,

AcA.

Seja x € A. Como B ¢ vizinhanca de z, entao existe uma vizinhanca
aberta de x, U,, tal que x € U, C B. O conjunto U, é vizinhanca de todos
os seus pontos. Em particular, B ¢é vizinhanca de todos os pontos de U,.
Ou seja,

U, C A.
E portanto,
A=Ju
z€A
é aberto. n

E importante notar quando se afirma a “existéncia” de um elemento
“maximo”. Ao contrario do que nossa intuicao possa acreditar, nem sempre
existe um elemento “maximo” ou “maximal” que satisfaca determinada
condicao. Por exemplo, nao existe o “maior nimero real que é menor que
1. Talvez o leitor nao tenha percebido, mas se o conjunto () nao fosse
aberto, a demonstracao anterior nao estaria correta. Em que momento
utilizamos que () é um conjunto aberto?

Definigao 6.12. Seja (X, 7) um espago topoldgico e B C X um subconjunto
qualquer de X. O interior de B € maior conjunto aberto contido em
B. Denotamos o interior de B por B, int (B), ou ainda int, (B) quando
queremos enfatizar que € o interior de B com respeito a topologia T.

Proposicao 6.13. Seja X um espaco topologico. Valem as sequintes
relacoes entre o fecho e o interior de um conjunto B C X:

cl (B€) = int (B)°
cl (B)° = int (B°).

Demonstragao. Exercicio. :-) O
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6.3. Continuidade

6.3 Continuidade

Os conjuntos fechados sao simplesmente complementos de conjuntos
abertos. Dada uma aplicacao f : X — Y, ainversa f ! preserva a operacao
de complemento. Assim, f serd continua quando a imagem inversa de cada
fechado for um conjunto fechado.

Proposicao 6.14. Sejam (X, 7x) e (Y, 7v) espagos topoldgicose f : X —Y
uma aplicacao qualquer. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. A aplicagio f € continua: para todo aberto A C'Y, f~1(A) é um
aberto de X.

2. Para todo fechado F CY, f~Y(F) é um fechado de X.

3. Para todo conjunto B C X,
f(B) c f(B).
4. Para todo conjunto B C X,

int (f(B)) C f (int (B)).

Demonstragao. m [I] &

Basta mnotar que f~':P(Y)— P(X) preserva a operacio de
complemento. Isto é,

F7HAT) = (f71(A4)"

n 2=03

Por hipétese, o conjunto f~! ( f (B)> ¢ fechado e contém B. Portanto,

como o fecho de B é o menor fechado que o contém, segue que
Bc i (f(B))
Basta agora aplicar f a ambos os lados para obter

f(B) c f(B).
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n <

Segue da relacao entre o fecho e o interior descrito na proposicao [6.13

n Q=01

Seja F' C Y um conjunto fechado. Faca
B = f'(F).
Vamos mostrar que B é fechado. Pela hipdtese do item [3, vale que
f(B)c f(BycF=F.
Aplicando f~! de ambos os lados,
Bc fY(F)=B.

Portanto, B = B. ]

Aplicacao Fechada

Assim como fizemos quando definimos o que vem a ser uma aplicacao aberta
(definigao [4.16)), vamos definir o que é uma aplicagao fechada.

Definicao 6.15. Uma aplicacao f : X — Y entre dois espagos topologicos é
fechada, quando para todo fechado F C X, sua imagem f(F) CY também
for fechada.

Note que enquanto é verdade que se f~! leva abertos em abertos (ou
seja, f ¢ continua), entao f~! leva fechados em fechados; nao ¢ verdade
que se f é uma aplicacao aberta, também sera uma aplicacao fechada. Por
exemplo,

f+r R - R
r — 0

é uma aplicacao fechada, mas nao é aberta.

6.4 Convergéncia

Em um espacgo topologico X, se F' C X é fechado, e x € F', entao nenhuma
sequencia xz, € F' pode convergir para x. De fato, F° é uma vizinhanga
de x que nao contém nenhum ponto da sequéncia xz,. Portanto, se uma
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6.4. Convergeéncia

sequéncia x, € F converge para x, teremos que x € F. Em particular,
esquecendo um pouco o conjunto F', se x,, — x, entao,

x € {x, |n e N}

Indo um pouco além,

x € ﬂ{x”nZN}

NeN

Pois a sequéncia x ., também converge para x.
Por outro lado, dada a sequéncia x,, € X, suponha que

T € ﬂ{xn|n2]\7}

NeN

Podemos concluir que x, — z?7 A resposta é nao! Mas por que nao? Por
exemplo, por que =, = (—1)" nao converge? E se

{z} = () {za [n > N},

entao vale que x,, — x? Considere

0, mn éimpar
Ty = ,
" n, n é par

para verificar que nao vale. Mas é verdade que se x,, — x, entao
{o} = () {en [0 = N}?
NeN

Para ver que nao, basta considerar a topologia {0, X}, onde X é um
conjunto qualquer com mais de um elemento. Neste caso,

X = ﬂ{xn|n2N}7

NeN

pois o fecho de qualquer conjunto nao vazio é igual a X.
Vamos supor, entao, que

T € ﬂ{x”nZN}

NeN

Neste caso, quando é que x,, /& x7 Se
Tn 7 T,
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entao existe uma vizinhanga de x, V', tal que infinitos x,,, Zn,, Tpn,, ... DAO
pertencem a V. Ou seja,

r & {x,, | k €N}

E como dizer que z,, = = quando para toda “subsequéncia” x,, tivermos
que T,, — .

Definicao 6.16. Dado um conjunto X e uma sequéncia x, € X. Uma
sub-sequéncia de x, € simplesmente uma sequéncia Yy, = T, onde n; <
No < Ng < +--.

Observacao 6.17. Dada uma sequéncia z, € X, o que determina as
subsequéncias de x,,, sao as aplicagoes

f: N - N |
kr—>nk

que preservam a ordem < de N. Ou seja,
]{31 < ]{?2 = N, < Nk, -

Poderiamos ter definido subsequéncia como uma aplicacao f: N — N que
satisfaz

kir < ko = f(k1) < f(ka).

Proposicao 6.18. Dado um espaco topologico X, uma sequéncia x, € X
converge para v € X se, e somente se, para toda subsequéncia x,,

x € {x,, | ke N}

Demonstragao. Se x, — x, entao toda subsequéncia x,, converge para x
(por qué?). Portanto,
x € {x,, | k € N}

Pois se & {n, | k € N}, entio {z,, | k € N} é uma vizinhanca de z que
nao contém nenhum z,, .

Por outro lado, se x,, /4 x, entdo existe uma vizinhanga V' de z, tal que
para infinitos indices ny, ng, ns, ..., z,, ¢ V. Portanto, para esses indices,

z & {xy, | k € N}
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6.4. Convergeéncia

Uma das implicagoes da proposicao [6.18] é que basta conhecer o fecho
dos conjuntos enumeraveis para sabermos quais sao e quais nao sao as
sequéncias convergentes. Em espagos métricos, por exemplo, os conjuntos
fechados F', sao exatamente aqueles que

T, € F,x, > =1x€F.

Em espacos topologicos em geral, isso nao ¢ necessariamente valido. Mais
adiante, veremos como o conceito de “redes” pode remediar esta deficiéncia
das sequéncias. Por exemplo, considere a topologia em R do exercicio
??, onde os fechados sao, além do proprio R, os conjuntos enumeraveis
(com cardinalidade menor ou igual & de N). Neste caso, as sequéncias
convergentes sao constantes a menos de um nimero finito de indices:

T, >r < 3INeN Vn>N, z, =ux. (6.1)

De fato, se houvessem infinitos indices nj tais que =z, # z, entao,
{zy, | k € N} seria um fechado que néo contém =z, contradizendo a
proposicao m Por outro lado, as sequéncias de , sao exatamente
as sequencias convergentes na topologia discreta.

Essa mesma construcao poderia ser feita com qualquer conjunto X no
lugar de R, para se ter uma topologia em X onde as sequéncias convergentes
sao as mesmas da topologia discreta. Precisamos que X seja nao enumeravel
para que a topologia construida seja diferente de topologia discreta P (X).

Em espacos métricos, uma aplicacao f : X — Y era continua quando

Para o caso de espagos topoldgicos, a continuidade de f implica na condi¢ao
da equagao (6.2)). No entanto, a volta nem sempre vale.

Proposicao 6.19. Seja f: X —Y wuma aplicagio entre espacos
topoldgicos, continua no ponto x € X. Entao,

Demonstracao. Se f(x,) # f(z), entdo existe uma vizinhanga aberta A de
f(z), tal que para um nitmero infinito de indices, a sequéncia f(x,) nao
pertence a A. Portanto, para um numero infinito de indices, a sequéncia x,,
nao pertence a f~1(A), que é, pela continuidade de f em z, uma vizinhanca
de z. O que mostra que x,, /4 . n
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CAPITULO 7 .

Topologias Derivadas de
Outras Topologias

7.1 Topologia de um Sub-Espaco

XXX

7.2 'Topologia Produto

XXX

7.3 'Topologia Inicial

XXX

7.4 'Topologia Final

XXX

7.5 Topologia Quociente

XXX
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