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Me falta um certo dom para criar figuras de qualidade. :-(

Se vocé puder contribuir com imagens, estas devem estar preferencialmente no formato SVG. O SVG
foi adotado por ser um padrao aberto baseado em XML. O aplicativo que eu uso para criar figuras é
software livre e chama-se Inkscape. A pagina do projeto Inkscape é
http://www.inkscape.org/.

Contribuindo com Cédigo BTEX

Os arquivos IMTEX devem seguir o mesmo tipo de formatacao dos demais. Na medida do possivel, o
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Os arquivos do projeto contém varias linhas com comentarios explicando o que falta ser feito. Basta
procurar pela palavra TODO (a fazer).

Por Qué?

Eu (André Caldas) NAO acredito que “coletar taxas” seja a melhor maneira de se sobreviver da produgao
cultural. Na minha opiniao, as pessoas devem receber para produzir; e nao produzir na esperanga de
“coletar taxas” relativas ao direito autoral para o resto da vida. Eu, por exemplo, atualmente sou
estudante de doutorado da UnB e recebo uma bolsa de estudo da CAPES. Apesar de a bolsa nao cobrir
os custos para a producao deste livro, foi esta mesma bolsa que viabilizou que eu pudesse deixar o meu
emprego para me dedicar as minhas atividades académicas. Ou seja, a sociedade ja me oferece meios
para que eu possa me dedicar a estas atividades, o que inclui a producao deste livro. :-)

Nao vejo sentido em um professor de uma universidade publica, que ja recebe um salario do governo
para que produza conhecimento, ter monopodlios sobre o fruto do seu trabalho. Vejo menos sentido ainda
quando esse professor vende tal monopdlio para ser explorado. Perceba que isso nao é uma critica ao
lucro ou a exploracao da produgao cientifica. E uma critica a0 monopélio sobre os direitos de uso daquilo
que foi produzido com dinheiro publico. Nao faz sentido que a sociedade faca esse tipo de investimento e
depois nao possa ter acesso ao que foi produzido. Livros é o menor dos problemas. Vemos que pesquisas
para o desenvolvimento de medicamentos ou qualquer outra coisa que va melhorar a qualidade de vida da
populacao, como melhoria na alimentagao e acesso ao lazer, sao feitas com dinheiro publico em parceria
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de privar a sociedade dos frutos dessa mesma pesquisa.

Se o governo, por exemplo, a uns 10 anos atrds tivesse comecgado a financiar a produgao de livros
e exigisse que o fruto desse trabalho fosse verdadeiramente livre (como é este livro), hoje nao farfamos
licitagoes para a “compra” de livros; farfamos uma licitagao para a impressao e a distribuicao desses livros.
Falta visao de longo prazo. Deverfamos investir na produgao de livros livres. O autor deve sim receber
por seu trabalho. S6 que deve receber enquanto faz o trabalho, e nao depois através do recolhimento de
taxas e de mecanismos de opressao, como os que apreendem maquinas de fotocépia nas universidades.

Tenho vérios amigos que fazem cépias de muitos livros. Sempre lembro a eles que quando virarem
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Brasilia, 23 de abril de 2010,
André Caldas
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Prefacio

Os livros que tratam do assunto topologia parecem se dividir em duas categorias:
e Comecam com defini¢coes abstratas e pouco motivadas.
e Tratam apenas de espagos métricos.

Os espacos métricos sao sem duvida a melhor motivagao para o estudo da topologia geral. No
entanto, existem muitos conceitos, como os de sequéncia de Cauchy, completude, limita¢do e continuidade
uniforme, que nao sdo conceitos topolégicos. O que acontece é que os textos que tratam de topologia
dos espagos métricos dao muita énfase a esses conceitos, a equivaléncia de métricas, ao completamento
de espagos, e por ai vai. O fato é que dessa forma nao se tem um curso de topologia, tem-se um curso de
espagcos métricos.

Por outro lado, sem falar de espagos métricos é muito dificil dar alguma motivagdo para o que
venha a ser uma topologia. Assim, neste livro, fizemos uma introducao rapida aos espacos métricos sem
nenhuma mencao a questoes que nao sejam puramente topoldgicas. Falamos de bolas, de convergéncia e
de continuidade. A idéia é a de se fazer uma transigao entre as formulagoes que enfatizam mais a métrica
até chegar a formulagoes que dependam apenas da topologia do espago.

Um outro diferencial deste livro estd na busca por maneiras alternativas de se olhar para os fenémenos
topoldgicos. Em geral os conjuntos abertos recebem atengao demasiada. Por exemplo, quando estudamos
andlise funcional, estamos bastante interessados na continuidade de operadores lineares em topologias
que sao invariantes por translagoes. Neste caso a continuidade se resume a continuidade na origem.
Quando consideramos a continuidade em um tnico ponto do espago, a preocupagao em demonstrar que
determinados conjuntos sao abertos é um exagero desnecessario. Deveriamos nos preocupar se estes
conjuntos sao ou nao vizinhanc¢as de 0. A intengdo é que o leitor consiga identificar maneiras alternativas
que melhor se adaptem ao fendémeno que estd sendo analisado. Para um determinado caso, talvez o
melhor seja considerar abertos, talvez vizinhancas, redes, sequéncias, fechados, filtros e etc.



Parte 1

Espacos Métricos



Capitulo 1

Definicao e Propriedades

Vamos descrever (definir) o que se entende por espago métrico (Definigao , e estudar propriedades
desses espagos que nos motivarao a definir o conceito mais geral de espaco topoldgico (Defini¢ao .

Os conhecimentos adquiridos neste capitulo serdo importantes para que o leitor possa ter exemplos
concretos e também motivacao suficiente para reconhecer a utilidade e aceitar com naturalidade os
conceitos que serao apresentados nos capitulos seguintes.

1.1 Definicao

Um espago métrico é um conjunto X, munido de uma métrica d : X x X — R*. A métrica faz com que
esteja definida uma nogao de distancia entre os pontos de X.

Definicao 1.1 (Métrica). Seja X um conjunto qualquer. Uma métrica definida sobre X é uma funcgdo

d: XxX — Rt
(z,y) = d(z,y)

que, para todo x,y,z € X, satisfaz
1. d(z,y) =02 =y.
2. d(z,y) = d(y,z).
3. d(z,z) < d(z,y) +d(y,z). (desigualdade triangular)

Dizemos que (X,d) é um espago métrico. Em geral, por um abuso de linguagem, quando a métrica d
estd subentendida, dizemos que X € um espago métrico.

Em R", a métrica usualmente adotada é a métrica euclidiana, dada por

d(z,y) = Z 2 — ;. (1.1)

Onde z = (21,...,2n) ey = (Y1, - -, Yn)-

Em varias situagoes, o item da defini¢do de métrica nos permitira concluir que dois pontos z,y € X
sao de fato o mesmo ponto. Basta mostrar que d(z,y) = 0. O item é 0 mais importante da definigao.
E este item que abstrai a idéia de que a distancia entre dois pontos estéd intimamente relacionada com o
“menor caminho” entre dois pontos:

Se existe um caminho A, partindo de x e indo para ¥, e um caminho B, partindo de y e indo
para z, entdo, a menor distancia (ou o infimo dos comprimentos dos caminhos partindo de x
e indo para z) ndo é maior do que a soma dos comprimentos de A e B. (Figura|l.1)

Definicao 1.2 (Bola). Seja (X,d) um espago métrico, x € X ee > 0. A bola de centro = e raio € é o
conjunto de todos os pontos que distam de x menos que €:

Be(z) ={y € X | d(z,y) <e}.



1.1. Definigao

Figura 1.2: A bola de centro x e raio ¢.

Exercicios
1.1.1. Seja X um espago métrico. Mostre que, y € B.(z) se, e somente se, © € B(y).

1.1.2. Em um espago métrico X, mostre que para x € X ee > § > 0,
Bs(z) C Be(x).
1.1.3. Em um espago métrico X, dado um ponto z € X e € > § > 0 distintos, podemos concluir que
Bs(x) C Be(x)?
1.1.4. Na defini¢ao de espago métrico, podemos substituir o item
d(z,z) <d(z,y) + d(y, z)

por
d(x,z) < d(z,y) +d(z,y)?

1.1.5. Na definicao de espago métrico, podemos substituir o item
d(z,y) = d(y, =)

por
d(z,z) < d(y,z) + d(z,y)?

1.1.6. Mostre que d : X x X — RT é uma métrica se, e somente se,

1. d(z,y) =0& x=y.



1.2. Propriedades Elementares

2. d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

1.1.7. Encontre um exemplo de uma aplicacdo d : X x X — RT satisfazendo
1. d(z,y) =0 z=y;e
2. d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2);

mas que nao é uma métrica.

1.1.8. Leia a pagina da Wikipedia em inglés sobre espacos métricos. Depois, va até a Wikipedia em
portugués e melhore a pagina sobre espagos métricos que tem 14. :-)

1.2 Propriedades Elementares

Nesta sec¢ao, (X,d) é um espago métrico. As propriedades mais interessantes dos espagos métricos séo
conseqiiéncia da desigualdade triangular. Muitas vezes, essas propriedades sao mais faceis de serem
visualizadas quando temos em mente a distancia euclidiana em R?. Ou seja, quando fazemos um desenho
em uma folha de papel. E importante enfatizar no entanto, que os resultados dependem apenas das
propriedades das métricas (Defini¢ao . O desenho melhora a intuigdo, mas nao é uma demonstragao.

Todas as proposigoes deste capitulo sao muito simples. O leitor deve ser capaz de completar as
demonstragoes que afirmam, por exemplo, que basta tomar um certo § > 0 para concluir a demonstragao.

Proposigao 1.3. Sejam x € X e e > 0. Entao existe n € N tal que

Bi(z) C Be(x).

n

Demonstra¢do. Basta tomar n grande o suficiente para que % <e. O

A seguinte Proposicao, apesar de muito simples, é fundamental para o desenvolvimento de toda a
teoria que se seguird, e é consequiéncia direta da desigualdade triangular.

Proposicao 1.4. Sejamxz € X, e >0 e
y € Be(x).

Entao, existe 6 > 0 tal que
Bé(y) C Be(x)

Veja a Figura[I.3

Figura 1.3: Para cada ponto y da bola B.(z), temos uma “bolinha” centrada em y e toda contida em
B (x).



1.2. Propriedades Elementares

Demonstragdo. Basta tomar 6 < € — d(x,y). Neste caso,

z € Bs(y) = d(y,2) < ¢
= d(x,2) <d(z,y)+d<e
= z € B.(z).

O

Proposicao 1.5. Sejam z1,29 € X, e 1,69 > 0. Entao, dado z € B, (x1) N Be,(x2), existe § > 0 tal
que
Bs(z) C Be, (x1) N Be, (x2).

Veja a Figura [T}

Figura 1.4: Para cada ponto z da intersecao Be, () N Be, (y), temos uma “bolinha” centrada em z e toda
contida na intersecao.

Demonstracao. Pela Proposicao existem d1,d2 > 0 tais que

B (2) < Be(a1)
Bs,(2) C Be,(x2).

Basta portanto tomar qualquer § < min(dy,ds). O

Repare que a proposigao “vale” para qualquer nimero finito de bolas B, (z1), ..., Be, (,). Mas nao
“vale” para um numero infinito de bolas.

Proposicao 1.6. Sejam x,y € X dois pontos distintos de X. Entdo existe € > 0 tal que
Be(r) N B:(y) = 0.
Veja a Figura[I.5

Demonstragdo. Como z # y, temos que d(x,y) > 0. Basta tomar

d(x,y)
< .
£S5

Proposigao 1.7. Seja x € X. Entdo,

ﬂ B.(z) = {z}.

e>0

Demonstra¢do. Basta mostrar que dado y € X com y # x, existe € > 0 tal que

y & Be(x).

Basta tomar € < d(x,y). Ou entdo notar que isso segue como um caso particular da Proposigao O



1.3. Exemplos

Figura 1.5: Dois pontos distintos x e y podem ser “separados” por bolas disjuntas.

Exercicios
1.2.1. Mostre que em um espago métrico X, dado = € X, temos que
U Bs(x) = B(a).
0<é<e

1.2.2. Seja X um espago métrico e x um elemento de X. Mostre que para toda sequéncia ilimitada
ng € N,

N B (z) = {z}.
k=1

1.2.3. Seja X um espago métrico, x1,...,T, € X e €1,...,& numeros reais maiores que zero. Mostre

que se
n

T € ﬂ B, (xj),

j=1

entao existe § > 0 tal que
n

Bs(x) C () Be, ().

j=1
1.2.4. Por que a demonstragao do exercicio nao vale se o numero de bolas nao for finito?
1.2.5. Na demonstragao da Proposicao [1.7] exatamente quais propriedades da métrica foram utilizadas?
1.2.6. Na demonstragao da Proposigao[1.6] onde foram utilizadas as seguintes propriedades da métrica?
1. d(z,y) =0=2=y.
2. z=y=d(z,y) =0.
3. d(z,y) = d(y,x).
4. d(z,z) < d(z,y) + d(y, z).

1.3 Exemplos

Exemplo 1.8 (Métrica Usual dos Reais (métrica euclidiana)). Considere o conjunto dos niimeros reais
R. A seguinte métrica é a métrica usual dos niimeros reais:

di(2,y) = |y — =|.

O espaco (R, d|.|) é um espago métrico.



1.3. Exemplos

Exemplo 1.9 (Métrica Discreta). Seja X um conjunto qualquer. Entao, definimos a métrica discreta

em X por
0, z=

Exemplo 1.10 (Métrica Euclidiana de R™). Considere o espago vetorial R™. Agora, defina

d(m,y) = Hy - JJH,

onde ||-|| é a norma euclidiana de R™. O espago (R",d) é um espago métrico. Além do mais, possui as
seguintes propriedades:

1. Para todo a,z,y € R", d(z + a,y + a) = d(z, y).
2. Para todo z,y € R" e a € R, d(az, ay) = |a|d(z, y).

Poderfamos ter feito o mesmo para dois (ou mais) espacos métricos quaisquer, (A4,d4) e (B,dg), e
definido a seguinte métrica em A x B:

d((a1,b1), (az,b2)) = \/da(a1,a2)? + dp(b1, by)2.

Exemplo 1.11 (Métrica do Méximo em R"™). Novamente, considere o espago vetorial R". Sejam z =
(z1,...,2n) ey = (y1,...,Yn) elementos de R™. Entao, defina

d(m,y)=:1252%|yj—‘xjh

O espago (R™,d) é um espago métrico. Nesta métrica, as bolas sdo na verdade “quadrados”. :-)
Poderfamos ter feito o mesmo para dois (ou mais) espagos métricos quaisquer, (4,d4) e (B,dg), e
definido a seguinte métrica em A x B:

d((al,bl), ((IQ, bg)) = max {dA(al,ag),dB(bh bg)}

Exemplo 1.12 (Métrica da Soma em R™). Novamente, considere o espago vetorial R”. Sejam z =
(z1,...,2n) €y = (y1,...,Yn) elementos de R™. Entao, defina

d(z,y) = Y |y —=l,

1<j<n

O espaco (R™,d) é um espago métrico.
Novamente, poderiamos ter feito o mesmo para dois (ou mais) espagos métricos, (A4,d4) e (B,dp), e
definido a seguinte métrica em A x B:

d((al,bl), (ag,bg)) = dA(al,ag) + dB(bl,bg).

Exemplo 1.13 (Os Complexos e o R?). Podemos identificar um ntimero complexo z = a + i € C com
o elemento (a, 3) € R2. Assim, usando a métrica euclidiana de R?, obtemos a métrica

d(ar + Bii, s + Bai) = \/(az — a1)? + (B2 — B1)2.

Exemplo 1.14 (Identificando Dois Conjuntos). O que fizemos no Exemplo poderia ter sido feito
para qualquer aplicac@o injetiva. Se (X, dx) é um espago métrico, e f: Y — X é uma injecdo partindo
de um conjunto qualquer Y, entao podemos definir a seguinte métrica no conjunto Y:

dy (y1,92) = dx (f(y1), f(y2))-

Exemplo 1.15 (Restrigdo a um Subconjunto). Seja (X,d) um espaco métrico e A C X. Entdo,
(A,d|axa) é também um espago métrico. De fato, esta construcdo é exatamente o que foi feito no
Exemplo onde a identificacdo entre A e X é a identidade:

d: A —- X.
a — a



1.3. Exemplos

Exemplo 1.16. Seja X um conjunto qualquer. Denote por F' o conjunto de todas as fungoes f : X — R.
A seguinte funcao NAO é uma métrica em F:

d(f,9) = sup |g(z) - f(z)|-

zeX

Isso porque é possivel que d(f,g) = oo. No entanto, se considerarmos o conjunto F’' =
{f € F| d(f,0) < oo}, onde 0 representa a fungio constante de valor 0, entdo (F’,d|r/) é um espago
métrico. Note que poderiamos ter usado qualquer outra fungao no lugar de 0.

Sempre podemos fazer isso quando uma fungao d: X x X — RT U {oo} satisfaz, com excegio da
possibilidade de assumir o valor co, as condigbes para ser uma métrica listadas na Definicao [1.1] Esse
artificio é utilizado por exemplo, em anilise funcional, quando se estudam os chamados espagos LP. E
importante notar que a funcao d : X x X — RT U {co} estd bem definida. Apenas nio é uma métrica se
assumir o valor co.

Exercicios

1.3.1. Sejam (A,d4) e (B,dp) espagos métricos. Mostre que

d: (AxB)x(AxB) — RT
((al, bl), (a27b2)) =  max {dA (ah ag),dB (bl, bg)}

¢é uma métrica.

1.3.2. Seja (X, dx,) (A € A) uma familia de espagos métricos tais que a imagem de dx, esteja condida
em [0,1]. Seja X =]],., Xa. Mostre que

d: XxX — Rt
((zx), (yr)) = supyepdx, (Tx,yr)

¢é uma meétrica.

1.3.3. Seja (Xy,dx,) (A € A) uma familia de espagos métricos. Faga X =[] ., X, e defina

d: XxX — Rtu{oo}
((zx), (yn)) = supyeadx, (Tx, )

Fixando a € X, e definindo R
X={ze| d(a,z) < oo},

mostre que, (f(, d) é um espago métrico.
1.3.4. Seja (Xy,dx,) (A € A) uma familia de espagos métricos. Faga X =[] ., X, e defina

d: XxX — RtU{cx} .
((I)\)v (y)\)) = ZAeA dXx («CU)\,?JA)

Fixando a € X, e definindo R
X={ze| d(a,z) < oo},

mostre que, (X, d) é um espago métrico.

1.3.5. Sejam (X,,,dx, ), n € N espagos métricos onde a imagem de dx, esteja condida em [0, 1]. Seja
X =TI, X. Mostre que

d: XxX — R*
((xn), (yn)) = Xo0l; gwdx, (Tn,yn)

¢ uma meétrica.

1.3.6. De um exemplo de uma aplicagao
d:R* — R

que satisfaz ¢ = y = d (x,y) = 0, e que também satisfaz os itens e da Definigao mas que nao
é uma métrica.



1.3. Exemplos

1.3.7. Considere a aplicagao
d: [0,1)x[0,1) — Rt

(@) — {1 ,x=0,y#0

|x —y| , caso contrario.

Mostre que d satisfaz os itens e da Definicao mas nao é uma métrica.



Capitulo 2

Topologia Usando uma Métrica

Vamos ver como a métrica (distancia) é utilizada para descrever aspectos topolégicos dos espagos métricos.
Veremos como uma métrica é utilizada para descrever convergéncia de seqiéncias (Defini¢ao e
continuidade de fungdes (Definigdo e Proposicao .

Neste capitulo, (X, d) é um espago métrico.

2.1 Seqiiéncias e Convergéncia

Seja n € N. A sequéncia de pontos x, = % é tal que, “na medida que n se torna suficientemente grande,
a sequéncia x, se aproxima de 0”. Nesta sessao, vamos formalizar o que entendemos por:

Na medida que n se torna suficientemente grande, % se aproxima de 0.

Para um espago métrico X, a nocao de “se aproxima de” é um tanto quanto natural, j& que temos uma
métrica que nos d4 uma nocao de distancia. A grosso modo, x,, € X se aproxima de x quando a distéancia
entre x,, e x, d(z,,x), se aproxima de 0. Faltaria entdo definir o que significa dizer que a sequéncia de
nimeros reais d(z,,z) “se aproxima” de 0.

K‘jh
gn
T &
T A

1
2

Figura 2.1: A sequéncia % “se aproxima” de 0.

Definicao 2.1 (Convergéncia). Sejam (X,d) um espago métrico e x, € X (n € N) uma sequéncia de
pontos de X. Dizemos que x,, converge para um certo x € X, quando para todo € > 0, existir N € N tal
que

n>N=d(z,,z) <e.

Denotamos tal fato por
Ty — T,

d . . A, sy .
ou por x, — T se quisermos enfatizar que a convergéncia € na métrica d.
Também dizemos que x ¢ o limite da sequencia x, e escrevemos xr = limx,,.
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2.1. Seqiiéncias e Convergéncia

A Definicao generaliza o que ja fazemos para os numeros reais. No caso dos nimeros reais,
usualmente adotamos a métrica d(z,y) = |y — z|.

Definicao 2.2 (Convergéncia usual em R). Seja o, € R (n € N). Dizemos que o, converge para a € R,
e denotamos tal fato por o, — «, quando para todo € > 0, existir N € N tal que

n>N=|a—a,| <e.

Poderfamos ter tomado um outro caminho. J4 de posse da definigao [2:2] poderfamos ter definido
convergéncia em espacos métricos de acordo com a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3. Seja x, € X uma sequencia. Faga d,, = d(xp,x). Entao
T, > T d, — 0.

Onde a convergéncia do lado direito € dada pela Definicao [2.9 ou, equivalentemente, pela métrica
euclidiana em R.

Demonstracao. E evidente, pois d(z,,z) — 0 se, e somente se, para todo € > 0, existir N € N tal que

n>N=d(z,,z) <e.

Proposigao 2.4. Seja x, € X uma sequencia e x € X. Entdo sdo equivalentes:
1. A sequéncia converge para x: T, — .
2. Para todo € > 0, existe N € N tal que n > N = x,, € B.(x).

3. Para todo m € N, existe N € N tal que n > N = z,, € B1 (x).

Demonstracdo. A equivaléncia entre os itens e segue da Proposicao
Para a equivaléncia entre e (2), basta notar que z, € B:(z) < d(z,,z) < €, e entdo fazer a
substituigao na Definigao 2.1} O

Definigao 2.5 (Métricas topologicamente equivalentes). Enquanto nao definimos o que é uma topologia,
vamos dizer que duas métricas dy e do sobre X determinam a mesma topologia (sdo topologicamente
equivalentes) quando

d1 d2
Ty — TS Ty — T

O objetivo da primeira parte deste livro é o de dar motivagao para os conceitos de topologia geral
que serao apresentados na segunda parte. A este proposito serve a Proposicao que apresenta
maneira alternativas de se olhar para a convergéncia de sequencias em espacos métricos. Na medida
em que substituimos a métrica d(x,,z) pela bola B.(x), as formulagdes ficam mais parecidas com suas
correspondentes para espagos topoldgicos gerais
Exercicios

2.1.1. Dé exemplos de sequéncias em um espaco métrico que nao convergem para nenhum ponto.

2.1.2. Nao é imediato da definicao de convergéncia que o limite de uma sequéncia, quando existir, serd
unico. Ou seja, a principio, nao ha garantias de que z,, — = e z,, — y implique que x = y. Demonstre a
unicidade do limite de sequéncias em espagos métricos.

2.1.3. O que significa x,, — x na métrica discreta?

2.1.4. Considere a aplicagao

d: 0,18 - R* .
((z), (y3)) = 2520 avley — wyl

Mostre que nesta métrica, para z" = (27) € [0, 1N, 2, — 2 = (x;) € [0,1]" se, e somente se, para todo
JjeN, az} = x;.

11



2.2. Continuidade

2.1.5. Considere a aplicacdo

d: 0,1 — R*U{oo}
(), (y)) = 252 |z — yjl
E seja
X={ze[0,1]"] d(z,0) < oo}.
Exiba

1. Uma sequéncia z" = (z}) € [0,1]" tal que 2} — z; € R, mas (z;) ¢ X.
2. Uma sequéncia 2" = (z7) € [0,1]" tal que 27 — z; € R, com z = (z;) € X, mas que z" /4 1.
E reflita sobre a inexisténcia desta patologia no caso do exercicio

2.1.6. Considere a aplicacao

d: 0,1 — R* .
((z5), (y;)) = supf |zj — y;l

Mostre que nesta métrica, para z" = (z}) € [0, 1N, 2™ — x = (x;) € [0,1]N se, e somente se, para todo
e > 0, existe N € N tal que, independentemente da coordenada j € N, n > N = d (x?, xj) <e.

2.1.7. Considere a aplicacdo

d: 0,1y — R* .
((x5), (y;)) = supey |z; — y;l

Exiba um exemplo de uma sequéncia 2" = (27) € [0, 1]V, tal que r? — zj, mas 2" 4 x = (7).

2.2 Continuidade

Olhando para o grafico de uma funcao f : R — R na Figura[2.2] vocé diria que f é continua em a?

Figura 2.2: Como formular matematicamente que f é descontinua em a?

De que modo podemos expressar formalmente o significado de f ser ou nao continua em a? Note que
no exemplo da Figura[2:2]

1
f (a—l—n) — 2 # f(a).
Muitos expressam esse fato dizendo que f tem um “salto” em a.

Definicao 2.6. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos. Dizemos que f: X =Y € continua ema € X
quando
an_>a:>f(an)_>f<a)'

12



2.3. Topologia com Bolas

Definicao 2.7. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos. Dizemos que f: X — Y ¢é continua quando
for continua em todo ponto a € X.

Notacao. Também escrevemos f : (X,dx) — (Y,dy) para indicar que estamos considerando os espagos
métricos (X,dx) e (Y,dy), e que f € uma funcio de X em Y.

Observagao 2.8. A continuidade depende apenas da “topologia” dos espagos considerados. Se
f: X — Y é continua quando considerados os espagos métricos (X, dx) e (Y, dy ), entdo serd continua nos
espacos (X, dy) e (Y, dy ) sempre que as métricas dx e dy forem equivalentes a d’y e di, respectivamente.
Exercicios

2.2.1. Mostre que qualquer aplicagdo constante f : (X,dx) — (Y, dy) é continua.

2.2.2. Seja X = [0,1]% ¢ considere as métricas di ((2,), (1)) = supyen s — ps| © d ((2,), (7)) =
ZjeN %m‘ — y,|. Mostre que

f: (X,d1) = (X,d2)
A
é continua, mas sua inversa
fil : (deQ) - (del)
r =

nao é.
2.2.3. Mostre que a funcdo f~! do exercicio é descontinua em todo ponto de seu dominio.

2.2.4. Mostre que
f: Q - R

N 0 ,z<V2
1 ,z>V2

é continua quando Q e R sdo dotados de suas métricas usuais.

2.2.5. Mostre que quando R é dotado de sua métrica usual,

f: R - R

0 ,z€Q
v {1 2 dQ

nao ¢é continua em nenhum ponto racional, mas que f|g é continua.

2.3 Topologia com Bolas

Até o presente momento, temos trabalhado com sequéncias. Nesta secdo vamos formular os mesmos
conceitos utilizando bolas. Para que a transicao entre sequéncias e bolas seja suave, vamos comegar
reavaliando a Proposicao

A proposicao afirma que dizer que z,, converge para x é o mesmo que dizer que toda bola centrada
em z contém todos os z,,, exceto talvez para uma quantidade finita de indices n. Note que na Proposicao
faldvamos em “para todo € > 07, mas isso é o mesmo que dizer “para toda bola”!

Resumindo o que ja havia sido feito, temos a seguinte caracterizacao para a convergéncia de uma
sequéncia.

Proposigao 2.9. Seja X um espago métrico e x,, € X uma sequéncia de elementos de X. Entdo, x,
converge para © € X se, e somente se, para toda bola B.(x) centrada em x, existir N € N tal que

n>N =z, € B.(x).
Demonstragdo. Veja a Proposicao [2.4 O
Proposigao 2.10. Sejam X e Y espagos métricos. Entao as sequintes afirmagoes sdo equivalentes:

1. A fungao f : X =Y € continua em a € X.

13



2.3. Topologia com Bolas

2. Para toda bola By, = B:(f(a)) centrada em f(a), existe uma bola By = Bs(a) centrada em a, tal
que
f(Ba) C Bf(a)~

3. Para toda bola B = B.(f(a)) centrada em f(a), f~1(B) contém alguma bola centrada em a.

Demonstracao. m &

A equivaléncia entre os itens e é evidente, ja que dizer que existe uma bola é o mesmo que
dizer que existe 6 > 0.

= @=-0

Vamos mostrar que o item implica na continuidade de f no ponto a de acordo com a Definicao
Seja x, — a. Vamos mostrar que f(z,) — f(a). Tome uma bola qualquer B centrada em f(a). Por
hipétese, existe uma bola B, centrada em a tal que

f(Ba) C B.

Pela Proposicio temos que x,, € B, exceto para um nimero finito de fndices n. Ou seja, f(z,) €
f(B,) C B, exceto para um numero finito de indices. O que pela Proposicao é o mesmo que dizer

que f(zn) — f(a).
] =

Suponha entao que o item nao vale. Neste caso, existe uma bola B centrada em f(a) tal que
f~Y(B) nao contém nenhuma bola centrada em a. Para cada n € N, escolha z,, € Bi(a) tal que

f(zn) € B. A sequéncia x,, converge para a (por qué?), mas f(z,) ndo converge para f(a)n (por que?).
O

Observagao 2.11. Repare como o item se assemelha a definicao de continuidade que utiliza
argumentos do tipo € — §:

Para todo € > 0, existe § > 0 tal que

d(z,a) < 6= d(f(z), fla)) <e.

Observagao 2.12. Para mostrar que a negacao do item ((3|) implica na nao continuidade de f, construimos
uma sequéncia x, — a tal que f(x,) /4 f(z). Para isso, utilizamos as bolas Bi (a) e a Proposicao

Exercicios

2.3.1. Em um espago métrico X, dado x € X, dizemos que V' C X é uma vizinhanga de = quando existir
uma bola B.(x) tal que B.(x) C V. Vamos denotar por V (z) a familia de todas as vizinhancas de z.
Mostre que uma aplicacdo f : (X,dx) — (Y,dy) é continua em x € X se, e somente se,

FHV(f(@) € V().

Onde
PO @) ={f(V)| Vev(f(x)}

2.3.2. Usando a mesma nomenclatura que no exercicio vamos chamar um conjunto A C X de
aberto quando para todo z € A valer que A € V(x). Ou seja, um aberto é um conjunto que é vizinhanga
de todos os seus pontos. Mostre que uma aplicacao f: (X,dx) — (Y,dy) é continua se, e somente se,
para todo aberto U C Y, f~1(U) for um aberto de X.

2.3.3. Usando a nomenclatura do exercicio [2.3.1} mostre que uma sequéncia x,, — x se, e somente se
para toda vizinhanca V de z, o conjunto

Ny={neN| z, ¢V}

é finito.
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2.3. Topologia com Bolas

2.3.4. Usando a nomenclatura do exercicio [2.3.2] mostre que uma sequéncia x,, — x se, e somente se
para todo aberto A contendo x, o conjunto

Ny={neN]| z, & A}

é finito.

15



Capitulo 3

Topologia de Espacos Métricos: releitura

Neste capitulo, vamos fazer uma releitura do que estudamos no Capitulo Desta vez, vamos tentar
eliminar o méximo possivel os argumentos do tipo “epsilon e delta”. O objetivo é apresentar a topologia
dos espacos métricos utilizando a métrica o minimo possivel, de modo a tornar a apresentacao dos
conceitos mais parecida com seus correspondentes quando trabalhamos com a chamada topologia geral
(Definicao [4.T).

O conceito mais importante e mais enfatizado nos cursos de topologia é o de conjunto aberto (Defini¢ao
3.10). No entanto, o conceito de vizinhanc¢a (Defini¢ao é muito mais fundamental e mais natural,
principalmente quando se faz o paralelo entre o ponto de vista da topologia geral e a topologia dos espagos
métricos. O conceito de vizinhanga é mais préximo e generaliza muito melhor o que se faz quando se
utiliza argumentos com bolas, ou argumentos do tipo “epsilon e delta”, muito comuns quando tratamos
de espagos métricos. Veja, por exemplo, os exercicios da segao [2.3

3.1 Vizinhancas

Quando falamos de convergéncia e continuidade nos capitulos anteriores, estivamos de posse de uma
métrica. A métrica nos dava a nocao de distancia que nos permitia falar de “proximidade”. Quando
dizemos que x, converge para xz, nao estamos de fato interessado nos pontos que estao “longe” de =x.
Estamos interessados apenas nos que estao “proximos”. De fato, poderiamos nos restringir apenas a
bolas “pequeninas”. Poderiamos nos restringir a bolas de raio menor que 1. Ou entdo, a bolas de raio
%. Ou, de modo um pouco mais geral, poderfamos nos restringir a bolas de raio €,, > 0, onde ¢,, é uma
sequéncia qualquer tal que €,, — 0.

Quando x, converge para z, é porque se V é um conjunto que contém x e é de certa forma um
conjunto suficientemente grande, conterd toda a sequéncia x,, exceto para uma quantidade finita de
indices n. Esse suficientemente grande, no caso de espagos métricos, significa que existe uma bola B
centrada em x tal que B C V. A esses conjuntos suficientemente grandes, chamamos de vizinhanc¢as de

z. (veja a Proposicao

Definigao 3.1. Seja X um espaco métrico e x € X. Todo conjunto V. C X que contém uma bola
centrada em x é chamado de vizinhanga de z. Denotamos por V(x) o conjunto de todas as vizinhangas
do ponto x.

E imediato que toda bola centrada em x é uma vizinhanga de z. Mais do que isso, pela Proposigao
[[-4] uma bola ¢ vizinhanca de todos os seus pontos. Esta propriedade estd formalizada na proposigao
seguinte.

Proposigao 3.2. Se B C X € uma bola em um espago métrico X. Entdo,
yeB=BeV(y).
Ou seja, uma bola € vizinhanca de todos os seus pontos.

Demonstragdo. Veja a Proposi¢ao [[.4 Ou, para um argumento mais visual, compare as Figuras [[.3] e

Bl O

A seguir, apresentamos algumas propriedades elementares das vizinhangas de um ponto.
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3.1. Vizinhancas

Figura 3.1: O conjunto V' é uma vizinhanca x pois é “grande” o suficiente para conter uma bola centrada
em .

Proposigao 3.3. Seja X um espagco métrico e x,,x € X. Entao
Ty — T
se, e somente se, para toda vizinhanca de x, V € V(x), existir N € N tal que
n>N=uz,€eV.
Demonstra¢ao. Tome uma bola B centrada em x tal que B C V. Para esta bola existe N tal que
n>N =z, €B.

Em particular,
n>N=uzx,cV.

O

Proposigao 3.4. Seja X um espago métrico e x € X. FEntdo valem as sequintes afirmagées sobre a
familia V (x) de todas as vizinhangas de x:

1. Se AeV(zx) e AC B, entio B € V(x).

2. A intersecao de duas vizinhangas de x também € uma vizinhanga de x. Ou seja, se A, B € V (z),
entio AN B €V (x).

3. Se A€V (x) entao existe B C A tal que x € B e B € vizinhanga de todos os seus pontos.

Demonstracao. O item é imediato.

O item é imediato do fato que as bolas centradas em z sdo totalmente ordenadas. Ou seja, a que
tiver o menor raio estard contida em ambos os conjuntos.

O item é uma re-interpretacao da Proposicao Basta tomar B como sendo uma bola centrada
em x contida em A. O

Observagao 3.5. Das propriedades listadas na Proposigao o item é o de interpretagao mais
dificil. Vamos voltar a discuti-lo no em véarios momentos durante a exposicdo sobre topologia geral, e
principalmente no Capitulo ??. Uma das implicages do item 7 é a seguinte. A explicacao pode ser
acompanhada na Figura Seja V' € V(z). Suponha que para cada n € N tenhamos uma sequéncia
¢V, indexada por m, que converge para x,. Entdo, ndo é possivel que a sequéncia x,, convirja para
z. De fato, o item da Proposicao implica na existéncia de uma vizinhanca aberta de x contida em
V. Vamos chamar essa vizinhanca de B, que na figura representamos sugestivamente como uma “bola”.
Assim, se tivéssemos que x,, converge para x, teriamos que para algum k € N, z;, € B. Como B também
é vizinhanca de z; (ja que é vizinhanca de todos os seus pontos), e como x¥, — }, terfamos que para
algum j € N, x? € B. Contrariando o fato de que .T;C ZV.
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3.2. Continuidade em um Ponto

2 X1
Xm Xm
Figura 3.2: Se z, — x, entao algum z], pertence a V. Este fato se deve ao item da Proposigao

Exercicios

3.1.1. Em um espago métrico X, dado um ponto qualquer z € X, existe uma familia enumeravel de
vizinhangas B C V() tal que para toda vizinhanga V € V(z), existe B € B tal que x € B C V, e tal
que se By, By € B, teremos que B; C By ou By C Bj.

3.1.2. Seja g, > 0 uma sequéncia de nimeros reais positivos tal que €,, — 0. Mostre que, em um espago
métrico X,
V()={VcCcX| IneN, B, (z) CV}.

3.1.3. Seja X um espaco métrico, z € X, e B a familia de todas as bolas de X que contém x. Mostre
que
V()={VcCcX|3IBeB, BCV}

3.1.4. Mostre que em um espago métrico, V € V() se, e somente se, para toda sequéncia z, — x, o
conjunto

Ny={neN| z, ¢V}
for finito.

3.1.5. Mostre, usando o exercicio [3.1.1] e as proposi¢oes [3.2) e B3] que em um espago métrico, se z,, é
uma sequéncia convergindo para z, e /7' é uma sequéncia (indexada por m) convergindo para x,,, entao

. N e . . k—o00
existem sequéncias ilimitadas nyg, my € N, tais que z)" —— .

3.2 Continuidade em um Ponto

Usando vizinhangas para expressar continuidade a formulagao fica muito simples. O trabalho todo j4 foi
feito na Proposigao [2.10

Notacao. Seja X um conjunto. Chamamos de partes de X, e denotamos por P (X), a familia formada
por todos o0s subconjuntos de X. Assim, podemos olhar para f~' como sendo a aplicacdo

f/t: PY) —
A = fTHA)

Sef:X—=Y eFCP(Y), escrevemos f~1(F) para indicar a familia
AR ={71) | Aer}.

Proposigao 3.6. Sejam X e Y espagos métricos. Entiao f: X — Y € continua em a € X se, e somente
se,

IV (f(@)) € V(a).
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3.3. Base de Vizinhancas

Demonstra¢ido. Tome V € V(f(a)). Entao existe uma bola B centrada em f(a), tal que B C V. Pela
Proposig:io f~Y(B) € V(a). Como f~1(B) Cc f~Y(V), temos que f~1(V) € V(a).

Por outro lado, se f~1(V(f(a))) C V(a), teremos que em particular f~!(B) € V (a) para toda bola
centrada em f(a). Ou seja, f~1(B) contém uma bola centrada em a para toda bola B centrada em f(a).
Novamente, pela Proposigao [2.10] isso implica que f é continua em a. O

Em se tratando de espagos métricos, tanto a defini¢ao 2.6} quanto qualquer uma de suas formulagoes
equivalentes dadas pelas proposicoes e poderiam ser utilizadas como a defini¢ao de continuidade
em um ponto. Poderiamos ter escolhido um caminho diferente e adotado uma defini¢ao de continuidade
no estilo

Para todo € > 0 existe § > 0 tal que
d(z,a) <6 =d(f(z), f(a)) <e.

Cada caracterizacao enfatiza um aspecto diferente do fenémeno de continuidade. E importante que nao
nos acomodemos a apenas uma delas, mas que escolhamos a mais adequada a cada situagao.

3.3 Base de Vizinhancgas

Quando definimos o que seriam as vizinhangas de um ponto x € X de um espago métrico, utilizamos as
bolas centradas em x. Chamando de B a familia das bolas centradas em x, temos que

BcCV(x).

Além do mais, todo conjunto V' € V (x) contém um conjunto B € B. Ou seja, a sub-familia B determina
quais sao as vizinhancas de x. Poderiamos ter nos restringido as bolas de raio % para compor a familia
B. As vizinhancas “geradas” por essa nova familia I seriam exatamente as mesmas.

Definicao 3.7. Seja V (z) a familia de todas as vizinhangas de x € X, onde X é um espago métrico.
Entdo, dizemos que B C V(x) é uma base de vizinhancas de = quando

V()={VcCcX|3IBeB, comBCY}

Proposigao 3.8. Seja X um espago métrico e x € X. Seja também B uma base de vizinhangas de x.
Entdo, uma sequéncia x,, converge para x se, e somente se, para todo B € B existir N = N(B) € N tal
que

n>N=ux, €B.

Demonstra¢ao. Dado V' € V(z), escolha B € B satisfazendo B C V. Entéo, por hipétese, existe
N = N(B) € N tal que
n>N({V)=N(B)=z,€BCV.

Portanto, x,, — x. O]

Proposigao 3.9. Sejam X eY espacos métricose f : X — Y. Sejam a € X e B uma base de vizinhangas
de f(a). Entao, f é continua em a se, e somente se,

f4B) cV(a).
Demonstracdo. Pela Proposigao basta mostrar que
f71B) cV(a) & [TV (f(a) C V(a).
Uma diregao é ébvia, ja que B C V(f(a)). Suponha entdo que V € V (f(a)). Neste caso, existe B € B
tal que B C V. Assim, f~1(V) D> f~Y(B) € V(a). Portanto, f~1(V) € V (a). O
A aplicacdo mais imediata da proposicao é a equivaléncia entre as seguintes afirmacgoes, que sao
defini¢oes alternativas para a continuidade de f no ponto a:

Para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que
d(z,a) < d=d(f(x), f(a)) <e.

Para todo n € N existe m € N tal que

d(r,0) < - = d(f (), f(@) <

1
e
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3.4. Conjuntos Abertos

3.4 Conjuntos Abertos

Um conjunto aberto é um conjunto que é vizinhanga de todos os seus pontos. A Proposicao mostra
que em um espaco métrico, todas as bolas sao abertas. Por isso, muitos autores usam a expressao bola
aberta para se referirem ao que neste livro definimos como bola. Ainda vamos formalizar isso melhor,
mas os conjuntos abertos caracterizam toda a topologia do espago, haja visto que a familia

A, ={V eV(x)| V é aberto}

é uma base de vizinhancas de x para todo z € X. (veja o item da Proposigao |3.4)
Conhecendo todos os conjuntos abertos, sabemos quem sao as sequéncias convergentes, quais fungoes
sa0 ou nao continuas e, conforme ja mencionado, quais sao as vizinhangas de um ponto.

Definigao 3.10. Seja X um espago métrico. Dizemos que um conjunto A C X ¢é aberto quando satisfaz
reA=AecV(x).

Defini¢ao 3.11. Dado um espago métrico (X, d), a topologia de X induzida por d, denotada por 74 —
ou, mais comumente, por um abuso de notac¢ao, denotada por Tx — € a familia de todos os abertos de
X. Isto é,

Tx ={AC X | A € aberto}.

Proposigao 3.12. Seja X um espaco métrico e x € X. Entao a familia
A, =V (x)N1x
€ uma base de vizinhancas de x.

Demonstracao. Basta notar que, chamando de B a colegao de todas as bolas centradas em =,
BCA, CV(x).

Como B é uma base de vizinhancas de z, qualquer familia “entre” B e V (x) também é uma base de
vizinhangas de x. (porqué?) O

Proposicao 3.13. Seja X um espago métrico. Entdao, Tx tem as sequintes propriedades:
1. 0,X € 1x.
2. Se A,B € tx, entio ANDB € 7x.
3. Se A\ € Tx para uma familia qualquer de indices X € A, entdo | Jycp Ax € Tx.

Demonstragao. Para o item , é facil ver que X é vizinhanga de qualquer ponto « € X. Para o conjunto
vazio ... note que todos os elementos do conjunto vazio satisfazem a propriedade que vocé quiser. Neste
caso, a propriedade de terem ) como vizinhanca. Em suma:

zeld=0eV(x).

E portanto, ) € 7.

O item é consequéncia do item da Proposicao Ou seja, se ¢ € AN B, como A e B sao
vizinhancas de z, entdo A N B também é. Assim, A N B é vizinhanga de todos os seus pontos.

Do mesmo modo, o item é consequéncia do item da Proposicao pois

zelJA=Nerzeac A=A ev@.
AEA AEA AEA

Ou seja, [Jycp Ax € vizinhanca de todos os seus pontos e é portanto aberto. O
Proposicao 3.14. Seja X um espaco métrico e A C X. Entao, sao equivalentes:
1. O conjunto A é aberto.

2. O conjunto A pode ser escrito como uma unido de bolas.
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3.5. Continuinuidade em Todo Ponto

Demonstragdo. Se A é aberto, entdo para cada ponto x € A existe uma bola B, centrada em x e contida
em A. Desta forma, é evidente que
A= U B..

r€A

Ou seja, A é uma uniao de bolas.
Por outro lado, sabemos que as bolas sdo conjunto abertos. Assim, qualquer conjunto que seja uma
unido de bolas é, pelo item da Proposicao um conjunto aberto. O

Sequéncias e Convergéncia com Abertos

Dado um espago métrico X. Podemos caracterizar o fenomeno de convergéncia em termos de sua topologia
7x? De fato, para dizer se x,, € X converge ou nao para um certo x € X, de acordo com a Proposicao
B8] precisamos apenas conhecer uma base de vizinhancas de = qualquer. Sabemos que os abertos que
contém x formam uma base de vizinhancas de z. Sendo assim, colcluimos que x,, converge para T se, e
somente se, para todo aberto A que contenha o ponto z existir NV € N tal que

n>N =z, € A.

3.5 Continuinuidade em Todo Ponto

Uma aplicacao f: X — Y entre espagos métricos X e Y é continua quando é continua em todo ponto
do seu domfnio. Se considerarmos f~!:P(Y) — P (X), a funcdo f serd continua em x € X quando
f~! levar vizinhangas de f(x) em vizinhangas de x. Sendo assim, para f continua, se A C Y for um
conjunto aberto (vizinhanca de todos os seus pontos), entdo f~*(A) serd também vizinhanca de todos os
seus pontos. Ou seja, se f é continua, entdo f~!(7y) C 7x. Vamos formalizar isso.

Proposigao 3.15. Sejam X e Y espagos métricos, e f: X —Y uma fungdo qualquer. As sequintes
afirmacoes sao equivalentes:

1. A funcgao f € continua em todo ponto de X.

2. A imagem inversa de um aberto é também um conjunto aberto. Ou seja, f~(ry) C 7x.

Demonstracdo. m =
Seja A € 7y. Entdo, para todo x € f~1(A) temos que A é vizinhanca de f(x), e pela Proposicao
f~1(A) é vizinhanga de z. Ou seja, f~1(A) é aberto.
. =
Sabemos pela Proposi¢ao [3.12] que para todo z € X,
Ap@) =V(f(@) N1y

é uma base de vizinhangas de f(z). Pelo item (2), temos que f~*(Ay(,)) ¢ aberto e obviamente contém
z. Ou seja, f~1(Ay)) € V(). Pela Proposi¢ao segue que f é continua em x. O

O exemplo seguinte mostra que nem toda bije¢ao continua tem inversa continua.

Exemplo 3.16. Considere (R,d}) e (R,dq) os espagos métricos dados pelos niimeros reais com a
métrica euclidiana (Exemplo e a métrica discreta (Exemplo, respectivamente. Entao, a aplicacao
identidade

id : (R, dd) — (R,dH)

é continua, mas sua inversa nao é. De fato, na topologia dada pela métrica discreta, todos os conjuntos
sdo abertos. Ou seja, 74, = P (R).
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3.5. Continuinuidade em Todo Ponto

E o que significa entdo dizer que f: X — Y é bijetiva, continua e sua inversa é continua? O fato
de ser uma bijecao implica que podemos identificar os pontos de X com os pontos de Y. O fato de
ser continua com inversa continua significa que com essa identificagao as estruturas topoldgicas 7x e Ty
também sao identificadas. Esse tipo de funcao f é chamada de homomorfismo. De modo geral, quando
f:(X,dx) — (Y,dy) é uma funcao bijetiva qualquer, continua ou néao, com inversa também podendo ser
ou nao continua, podemos transportar a métrica dy para X como feito no Exemplo

d'(a,b) = dy (f(a), f(b))-
Desta forma, reduzimos o problema ao caso da aplicag@ao identidade
id : (Xa dX) - (Xa d/)a

pois a aplicagdo f serd continua (ou sua inversa serd continua) se, e somente se, a identidade o for. Em
outras palavras, dizer que f é continua é o mesmo que dizer que 74 C 74, . Dizer que a inversa de f é
continua, é o mesmo que dizer que 74, C 7q. Assim, f serd um homeomorfismo quando 74 = 74, .

Definigao 3.17. Se X e Y sdo espagos métricos, entdo uma fungio f:X —Y € chamada de
homomorfismo quando € bijetiva, continua com inversa também continua.
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Topologia Geral
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Capitulo 4

Motivacao e Definicoes

4.1 Motivagao

Esta secdo nao é formal. Nosso propésito aqui é apenas dar motivacao para as defini¢oes e propriedades
que serao estudadas nas secoes seguintes. Se o leitor nao se sentir confortavel com as divagagoes desta
se¢ao, pode omiti-la sem problemas.

Nossa motivagao é obviamente o estudo que acabamos de fazer de espacos métricos. Devidamente
motivados pelo estudo feito na primeira parte do livro, vamos abstrair o que seria a esséncia dos fendémenos
de convergéncia e continuidade. Uma alternativa seria associar ao espago X em questao uma estrutura
que identificasse, para cada um dos pontos x € X, quais sao e quais nao sao as sequéncias que convergem
para z. Uma deficiéncia desta abordagem estd na dependéncia para com o conjunto dos niimeros naturais,
que indexam as tais sequéncias. Futuramente, veremos que uma solugao alternativa é o uso de redes em
substituicao ao de sequéncia. Esta abordagem sera feita no Capitulo ?7.

Outra maneira seria associar a X uma estrutura que indicasse, quais sdo os conjuntos que formam
as “vizinhangas” de cada ponto de X. A familia das vizinhangas de € X, denotadas por V (z), indica
do que é que x esta “préximo” e do que é que estd “afastado”. O ponto z estd préximo de um conjunto
B € X quando para todo V € V (z), tivermos BNV # (. A palavra “pr6ximo” est4 entre aspas porque
esse nao é o termo matemadtico utilizado. Dizemos que x estd no fecho de B (Definigao [6.1]), ou que é um
ponto de aderéncia de B.

As familias V (z) deveriam satisfazer as propriedades listadas na Proposicao O item nao gera
grandes polémicas. Para que um conjunto esteja préximo do ponto, tem que interceptar todas as suas
vizinhangas, portanto, acrescentar conjuntos maiores nao modificaria a “convergéncia”’. Talvez o nome
“vizinhanga” nao seja realmente uma boa escolha, ji que sugere que sejam conjuntos pequenos. Mas ao
contrario disso, as vizinhangas sdo conjuntos que sao grandes o suficiente para conter uma bola, no caso
dos espagos métricos. Quando dizemos

[...] para todas as vizinhangas [...],

geralmente estamos omitindo uma referéncia a uma expressao do tipo “por menores que sejam”. Em
uma conversa, se quiséssemos enfatizar, diriamos

[...] para todas as vizinhangas, por menores que sejam [...]

Esse tipo de argumento poderia ser restrito as vizinhangas “pequenas”, e é por isso que existe a nocao de
base de vizinhangas de um ponto (Veja a Defini¢ao e a Proposicao . Assim, o item se presta
mesmo a maximizar a familia V () de modo que o fenémeno de convergéncia nao seja alterado.

Do ponto de vista do fenomeno de convergéncia, o item também serve ao mesmo propoésito de
maximizar a familia V (z). Isso porque, se para U,V € V (x), existem Ny, Ny € N tais que

n>Ny=ux,€U
n>Ny =z, €V,

entdo, fazendo Nyny = max{Ny, Ny },

n> Nynv =z, € UNV.
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4.2. Definigao

Assim, se U e V sdo vizinhancas de x, levar ou ndo em consideracdo o conjunto U NV como
sendo vizinhanga de x nao afetaria o fenomeno de convergéncia. O que nao é convergente continua
nao convergente, e o que é convergente permanece convergente. J4 do ponto de vista da idéia de
“proximidade”, a condicao do item garante que se dois conjuntos A e B estdo longe de x, entdo
a unido A U B também estd longe de z. Veja a Figura[4.d] Em espagos métricos, todos os pontos estao
distantes uns dos outros. Assim, nenhum conjunto finito estd “préximo” de x, a menos que o contenha.
Por outro lado, uma sequéncia infinita de pontos x,, distintos de xz pode convergir para x. No caso de
espagos topoldgicos gerais, é possivel que uma familia infinita de conjuntos A,, “afastados” de z seja tal
que |J 4, esteja “préximo” de x, mas as unides finitas estarao sempre “afastados” de x.

Figura 4.1: O conjunto A estd “afastado” de x por nao interceptar a vizinhanga V. Da mesma forma, B
também estd “afastado”’de x. Entao, a uniao AUB também estd “afastada” de x, pois UNV é vizinhanga
de x.

O item mais dificil de aceitar da Proposigao é o item . Como ja mencionamos anteriormente
(Observagao , este item serve para garantir que se =], — &, e para alguma vizinhanga V € V (x) for
verdade que x]., ¢ V, entdo néo é possivel acontecer que x,, — x. E equivalente a dizer que os abertos que
contém x € X formam uma base de vizinhangas de X. Eo que garante que se conhecermos os abertos,
conheceremos toda a topologia.

Uma outra interpretacao para o item pode ser vista através da Figura Suponha que A C X
é um conjunto “afastado” de x, e L C X é tal que A estd préximo de todos os pontos de L. Entao, L
também é um conjunto “afastado” de x. De fato, se toda vizinhanga V' de x intersectar L, a condicao
do item garante a existéncia de uma vizinhanca aberta de x U contida em V. Esta vizinhanca U
intersecta L, mas por ser um conjunto aberto, U é também vizinhanga dos pontos y € U N L. Como estes
pontos estao “proximos” de A, temos que U e, a fortiori, V intersectam A. Ou seja, toda vizinhanga
de x intersecta A e portanto, A estd “préximo” de x. Mais adiante, veremos que a condi¢do imposta ao
conjunto L é o mesmo que dizer que L estd no fecho (Defini¢ao de A. E a condicao do item ({3
equivale a dizer que a operacdo de fecho é idempotente. (veja o item da Proposicao

Ja que nossa tentativa de definir “topologia” de um modo abstrato utilizando o conceito de vizinhanca
passa necessariamente pela idéia de conjunto aberto, e os conjuntos abertos por si s6 determinam o que
vem a ser uma vizinhanga de z (6 um conjunto que contém um aberto que contém z — Proposi¢ao ,
a opgao que vamos adotar, ao menos por enquanto, é a de definir a topologia especificando quais seriam os
conjuntos abertos. Para um conjunto X, escolhemos 7x C P (X) de modo que 7x tenha as propriedades
listadas na Proposicao Essas propriedades sao semelhantes as correspondentes para “vizinhangas”.
Dizer que X € 7x é o mesmo que dizer que todo ponto tem ao menos uma vizinhanga (aberta).

4.2 Definicao

Agora que, na medida do possivel, devidamente motivados, vamos definir o que vem a ser uma topologia
em um conjunto X qualquer.

Definicao 4.1 (Espago Topoldgico). Seja X um conjunto qualquer. Dizemos que uma familia Tx C
P (X) define uma topologia no espaco X, ou que (X, 7x) € um espago topolégico, quando Tx satisfaz:

1. @,XGTX,
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4.3. Vizinhancas e Base de Vizinhancgas de um Ponto
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Figura 4.2: Todos os pontos de L estao “préximos” de A, que por sua vez, estd “afastado” de x. Entao
L também esté afastado de x, pois se existisse y € LN U, entao U seria vizinhanga de y e, por hipdtese,
intersectaria A.

2. A familia Tx € fechada por intersecao finita:

A Bertx =ANB € 1x.

8. A familia Tx € fechada por unido arbitrdria:

Ayerx(Zed) = ] Ay erx.
AEA

Os subconjuntos A C X tais que A € Tx sdo chamados de abertos do espago topoldgico (X, 7x). Por

um abuso de notacao, quando conveniente, dizemos que X € um espaco topoldgico.

A topologia de um espago métrico, definida em é de fato, pela Proposigao [3.13] uma topologia
no sentido da Definicao Vejamos outros exemplos de topologia.

Exemplos

Exemplo 4.2 (Topologia Discreta). Dado um conjunto qualquer X, (X, P (X)) é um espago topoldgico.
Esta topologia ¢ induzida, por exemplo, pela métrica discreta mencionada no Exemplo [I.9]

Exemplo 4.3 (Topologia Trivial (cadtica)). Dado um conjunto qualquer X, (X, {0, X}) é um espaco
topoldgico. Se o conjunto X tiver mais do que um elemento, essa topologia nunca é dada (induzida) por
uma métrica, pois nao satisfaz a Proposigao [1.6

Exemplo 4.4 (Topologia da Continuidade Inferior). Considere os nimeros reais R e a seguinte familia
de subconjuntos de R
T={(o,00) | @ € R}.

Neste caso, (R, 7) é um espaco topoldgico. Assim como no Exemplo essa topologia também nao é
induzida por uma métrica.
Do mesmo modo, existe a topologia da Continuidade Superior, dada por

T={(—00,a)| a€R}.

Exemplo 4.5 (Topologia Inicial). Seja X um conjunto e (Y, 7y ) um espago topolégico. Considere uma
aplicacdo f : X — Y qualquer. Entdo (X, f~!(7y)) é um espago topoldgico.

4.3 Vizinhangas e Base de Vizinhancas de um Ponto

Assim como fizemos para espagos métricos, podemos definir para um espacgo topoldgico (X, 7x), o que é
para cada ponto x € X, a familia de todas as suas vizinhancas.
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4.3. Vizinhangas e Base de Vizinhangas de um Ponto

Definicao 4.6. Seja (X,7x) um espago topoldgico. Dado x € X, uma vizinhanca aberta de x é um
aberto A € Tx que contém o ponto x. Uma vizinhanca de = € qualquer conjunto que contenha uma
vizinhanga aberta de x. Denotamos por V (z) a familia de todas as vizinhangas de x.

Observagao 4.7. Alguns autores usam o termo vizinhan¢a para designar apenas as vizinhancas abertas.
Provavelmente, a causa disso, é a sobrevalorizagao dos conjuntos abertos. Em muitos casos, onde seria
melhor considerar vizinhangas, muitos matematicos insistem em enxergar apenas os conjuntos abertos.
Neste livro, se quisermos uma vizinhanga aberta de x, diremos “vizinhanca aberta de z”, ou simplesmente,
“um aberto que contém x”. Caso contrdrio, diremos apenas wizinhanca para o que outros autores
chamariam de “um conjunto que contém uma vizinhanga aberta de x”.

Em um espago topoldgico qualquer, as vizinhancas de um ponto possuem as mesmas propriedades
para o caso de espacos métricos que as descritas na Proposicao [3.4

Proposicao 4.8. Seja X um espaco topolégico, e x € X um ponto de X. Entdo valem as sequintes
afirmagoes sobre a familia V (x) de todas as vizinhangas de x:

1. Se AeV(z) e AC B, entio B €V (z).

2. A intersecdo de duas vizinhangas de x também é uma vizinhanga de x. Ou seja, se A,B € V(x),

entdo ANB €V (x).
3. Se A €V (x) entao existe B C A tal que x € B, e B € vizinhanga de todos os seus pontos.

Demonstra¢ao. Todos os itens sao evidentes da defini¢do de vizinhanga. O item é consequéncia do
fato de 7x ser fechado por intersecao finita. O

Assim como no caso de espagos métricos, podemos caracterizar os conjuntos abertos como sendo
aqueles que sao vizinhangas de todos os seus pontos.

Proposigao 4.9. Dado um espago topoldgico X, um conjunto A C X € aberto se, e somente se, for
vizinhancga de todos o0s seus pontos.

Demonstragao. Pela definicao de vizinhanga, um conjunto aberto é evidentemente vizinhanca de todos
os seus pontos. Suponha entdo que A C X é vizinhanga de todos os seus pontos. Vamos mostrar que A
é aberto.

Por hipétese, para cada a € A existe um aberto U, tal que a € U, C A. Neste caso,

A= UU,L.

a€A
Como A é uma uniao de abertos U,, temos que A também é aberto. O

Definicao 4.10. Seja (X,7x) um espaco topoldgico e x € X um ponto qualquer de x. Uma familia
formada por vizinhangas de x, B C V(x), é chamada de base de vizinhancas de = quando para toda
vizinhanga V € V (x) existir B € B tal que B C V. Se todos os conjuntos de B forem abertos, ou seja, se
B C 1x, entdo diremos que B € uma base de vizinhancas abertas de x.

Observagao 4.11. Alguns autores dizem base local ao invés de base de vizinhancas.

Agora que, mesmo sem uma métrica, definimos o que vem a ser uma vizinhanca de um ponto, podemos
definir convergéncia de sequéncias. As sequéncias nao serao tao importantes para a teoria geral. No
entanto, motivarao a definigao de redes; um conceito que sera trabalhado no Capitulo ?7.

Definicao 4.12. Seja (X,7x) um espago topoldgico e x, € X wuma sequéncia de elementos de X.
Dizemos que x,, converge para © € X na topologia Tx, quando para toda vizinhanca V € V(x) existir
N =N(V) eN tal que

n>N=uz,€eV.

. L4 e TX .
De maneira semelhante ao caso dos espacos métricos, denotamos tal fato por x, — x, ou simplesmente
Ty — .

Observagao 4.13. Novamente, como no caso métrico, para saber se uma sequéncia x,, € X converge para

x € X, basta verificar a condi¢do da Definigao [4.12] para uma base de vizinhangas de z. Em particular,
: o T

assim como no caso dos espacos métricos, dados x,,x € X, teremos que x,, — T se, e somente se,
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4.4. Continuidade em um Ponto

para toda vizinhanca aberta A de z existe N = N(A) € N tal que

n>N =z, € A.

Isso porque a familia das vizinhangas abertas de  formam uma base para V ().

4.4 Continuidade em um Ponto

A essas alturas, o leitor ja sabe o que serd tratado nesta secao. Assim como fizemos para os espagos
métricos na Segao vamos falar sobre a continuidade de aplicagoes entre espagos topoldgicos. O leitor
deve comparar a Defini¢ao[d.14] e a Proposigao[3.6] que caracteriza continuidade em um ponto em espagos
métricos.

Definicao 4.14. Sejam X e Y espacos topolégicos e f: X — Y uma aplicacao qualquer entre X e Y.
Para x € X, dizemos que f € continua em = quando

V(@) C V().
Ou seja, quando a imagem inversa de toda vizinhancga de f(x) for uma vizinhanga de x.

Em uma formulagao mais semelhante aos argumentos do estilo € — §, a definicao de continuidade fica
assim:

Para todo V € V (f(x)) existe U € V (z) tal que

yeU= f(y)eV.

Como no caso de espagos métricos, basta verificar a condigao da defini¢do para uma base de vizinhangas
de z.

Proposigao 4.15. Sejam X e Y espacos topoldgicos e f : X — Y uma aplicagao qualquer. Dados x € X
e B uma base de vizinhangas de f(x). Entao, f € continua em x se, e somente se,

FUB) C V(2).

Demonstragio. Se V €V (f(x)), entdo existe B € B tal que B C V. Portanto, f~1(V) > f~1(B) € V ().
Assim, f~1(V) € V(x). Como V é um elemento arbitrario de V (f(z)), temos que

F V(@) C V().

4.5 Continuidade

Continuidade é um conceito central em topologia. Uma aplicacao continua transporta aspectos
topolégicos entre os espagos em questao. Dada uma aplicacdo f: X — Y entre os conjuntos X e Y,
podemos ver f~! como uma aplicacio

TP Y) = P(X).

Se (X, 7x) e (Y, 7y) sdo espagos topoldgicos e f é continua em z € X, podemos olhar para f~! restrita
a V(f(x)) como sendo uma aplicagao

F7HV(f(@) = V().

A proposicdo a seguir demonstra que quando f é continua em todo ponto de X, entdo a restricao de f—!
a Ty pode ser vista como uma aplicagao

fﬁ1 Ty — TX.

Proposicao 4.16. Sejam (X, 7x) e (Y,7y) espagos topoldgicos e f : X — Y uma aplicagao de X em Y.
Neste caso, sao equivalentes:
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4.5. Continuidade

1. A funcgao f € continua em todo ponto x € X.
2. Para todo aberto A € Ty, f~1(A) € 7x.

Demonstragdo. Para todo ponto x € f~1(A), f(x) € A. Entdo, dado A € 7y, temos que para todo
ponto # € f~1(A), como A é aberto, A € V(f(x)). Pela continuidade de f no ponto x, temos que
f~Y(A) € V(x). Acabamos de mostrar que f~1(A) é vizinhanca de todos os seus pontos, e portanto, pela
Proposicao f1(A) é um aberto de X.

Por outro lado, para x € X qualquer, denotando por By(,) a familia dos abertos que contém f(x),
como a imagem inversa desses abertos contém x, temos que

FH(Brwy) C V().

E como By (,) ¢ uma base de V (f(x)), temos que

FHV(f() € V().
Ou seja, f é continua em x. O

Definigao 4.17 (Fungdo Continua). Dizemos que uma funcao f: X — Y entre os espagos topoldgicos
(X,7x) e (Y,7v) € continua quando é continua em todo ponto x € X. Ou, equivalentemente, quando
f_l(Ty) CTx.

Homeomorfismos

Para dois conjuntos X e Y, uma bijecao f : X — Y identifica cada ponto de X a um unico ponto de Y
e vice-versa. Se X e Y forem espacos topoldgicos, f for continua e sua inversa f~! : Y — X também for
continua, entdo também serao identificados cada aberto de X com um tunico aberto de Y e vice-versa.
Tudo o que puder ser dito sobre a topologia de X podera ser afirmado sobre a topologia de Y através da
identificagao dada por f.

Definicao 4.18 (Homeomorfismo). Sejam X e Y espagos topoldgicos. Dizemos que uma aplicagdo
f:X—>Y

¢é um homeomorfismo de X em'Y quando f for bijetiva, continua e sua inversa f~1 também for continua.
Quando existe um homeomorfismo entre dois espacos topoldgicos, dizemos que estes espagos $Go
homeomorfos.

Aplicagao Aberta

Com uma aplicacao f: X — Y entre espagos topoldgicos, podemos tentar relacionar as topologias de
(X,7x) e (Y,7y). Se f for um homeomorfismo, sabemos que X e Y possuem exatamente a mesma
topologia quando os pontos de X sao identificados com os de Y através de f. Se f for uma bijecao
continua, podemos identificar cada elemento de X com um unico elemento de Y. Com esta identificagao,
teremos que 7y C Tx. Uma outra propriedade que f pode ter, que ajudaria a relacionar os espagos X e
Y é a de levar abertos de X em abertos de Y. Neste caso, dizemos que f é uma aplicacao aberta.

Definicao 4.19. Seja f: (X, 7x) — (Y, 7y ) uma aplicagao entre os espagos topoldgicos X e Y. Dizemos
que f € uma aplicagdo aberta quando f(7x) C Ty

Um homeomorfismo é uma bije¢ao continua e aberta. Nossa motivagao para a definicao de aplicacao
aberta é simplesmente imaginar, ignorando o fato de que f pode nem mesmo ser bijetiva, o que seria
necessério para que f~! seja continua. Mais adiante, veremos maneiras de se transportar topologias
de um espago topolégico a um conjunto qualquer através de aplicagoes entre eles. Quando temos uma
bijecao entre um espago topoldgico e um conjunto qualquer, fica facil transportar a topologia de um para
o outro. Imagine que f : X — Y, nao uma bijegao, mas uma sobrejecao do espago topoldgico X no espago
topoldgico Y. Podemos definir o conjunto

X={f'y|yev}
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4.5. Continuidade

que nada mais é do que “agrupar” todos os elementos de X que tém a mesma imagem. A projegao
natural de X em X é dada por R
m: X — X .
z = [H(f(2))

A projegéo leva um elemento x € X na “classe” formada por todos os elementos de X que tem, por f, a
mesma imagem que z. A aplicagao f pode ser fatorada, de modo que o seguinte diagrama é comutativo
(ou seja, f = fom):

x—1 .y,

14

X

Basta definir f(f_l(y)) = y. Agora, f é uma bijecao. Faz sentido esperar que a topologia de X possa ser
transportada para X, de modo que as propriedades topoldgicas de f possam ser investigadas em funcio de
f e vice-versa. Em particular, se f for continua e aberta, podemos esperar que f seja um homeomorfismo
entre Y e X (Veja o exercicio ?77). Trataremos desse tipo de topologia, a topologia quociente, no Capitulo
i}

Assim como podemos falar de continuidade em um ponto, podemos também definir o que seria dizer
que f: X —»Y é aberta em z € X. Assim como no caso de continuidade, a definigdo fica melhor se

usarmos vizinhancas de x ao invés de abertos.

Defini¢ao 4.20. Seja f: (X, 7x) — (Y, 7y ) uma aplicagao entre os espagos topoldgicos X e Y. Dizemos
que f € uma aplicagdo aberta em z € X quando f(V (x)) C V(f(x)).
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Capitulo 5]

Construindo Topologias

5.1 Comparando Topologias

Em um mesmo conjunto X, podemos ter definidas duas topologias 7 e 7. Pode acontecer que 71 C 7o, por
exemplo. Neste caso, sempre que f: (X,7x) — (Y, 7y) for continua, teremos que f: (X, ) — (Y, 7yv)
também serd continua. Também podemos concluir que

T2 T1
Ty — T = Ty — .
Pode ser que nao tenhamos nem 7 C 79, nem 7o C 71. Duas topologias nem sempre sao comparaveis.

Definicao 5.1. Se (X,7x) e (X,7x) sao duas topologias em um mesmo conjunto X e 71 C T2, entdo
dizemos que To € mais forte ou mais fina que 7. Também dizemos que 71 € mais fraca que 7o. Podemos
também dizer que 7| € menor que T, ou que T» € maior que T1. Veja a Observagdo [5.3

A topologia determina quais sao as sequéncias que convergem e quais nao convergem. Se imaginarmos
a topologia como uma “peneira” que deixa passar apenas as sequéncias convergentes, quanto mais fina
for a topologia, menos sequéncias passarao como convergentes. Veja a Figura[5.1]

e

R

Figura 5.1: uanto mais fina é a topologia, menos sequéncias “passam’” como convergentes.
)

Proposicao 5.2. Seja X um conjunto qualquer, e 7 (A € A) uma familia de topologias em X. Entdo
T = ﬂAeA Tx € uma topologia em X.

Demonstragdo. Basta verificar que Tx satisfaz os axiomas listados na Defini¢ao [£.1} Por exemplo,

A Bertxy =>VAe A, ANB €Ty

= ANBe¢ mT)\ZTX.
AEA
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5.1. Comparando Topologias

Observagao 5.3. A relacdo “mais forte que” define uma ordem parcial na familia
T(X)={rx CP(X)| 7x é topologia},

das topologias de um conjunto X. Esta ordem é simplesmente a restrigao da relacao de inclusao definida
em P (X) a familia T(X).

Existe um elemento mdzimo dentre todas as topologias de X. Eo conjunto das partes de X, P (X),
que é a topologia mais forte que pode ser definida em X. Por outro lado, {}, X} é a topologia mais fraca
em T (X).

A Proposigao mostra que dada uma familia de topolgias 75 (A € A), existe a maior topologia que
€ menor que todas as Ty. Essa topologia 75 é o infimo das 7). Escrevemos

’7'5:/\{T)\| A e A}

T5 — /\7‘)\.

A€A

ou

Por outro lado, a uniao de topologias nao é necessariamente uma topologia. No entanto, se considerarmos

a familia
U T C Tx}

A€A

fZ{TXeT(X)

de todas as topologias que sdo maiores que todas as Ty, sabemos que a familia F nao é vazia, pois
P (X) € F. Seja entdo 7, o infimo de F:
To = /\.7: .

A topologia 7, é a menor topologia que é maior que todas as 7). Essa topologia é o supremo de 7y, e é
denotada por
To = \/ TX-

AEA

Comparacgao de Topologias e Continuidade

Quando X é um espago topolégico dotado de duas topologias 71 e T2, 0 que podemos dizer da relagao
entre essas topologias se soubermos que a aplicagao identidade

id: (X,n1) — (X,7x)
T =

é continua? A resposta é simples:
id é continua < ™ C 71.

Vamos generalizar isso para uma aplicagao qualquer
(X)) — (X, 7x).

Proposicao 5.4. Seja X um conjunto qualquer e (Y,Ty) um espago topoldgico. Dada uma aplicagdo
qualquer f: X =Y, 7 = f~ (7y) define uma topologia em X.

Demonstragio. Basta notar que §, X € 74, se A, B € 74, entdo A= f~1(A") e B= f~}(B’) com A", B’ €
7y. Como 7y é uma topologia, A’ N B’ € 7y. Assim, ANB = f~1(A'NB’) € f~(ry) = 74. Podemos
fazer analogamente para a unido arbitraria de elementos de 7. Basta observar que f~!: P (Y) = P (X)
comuta com as operacoes de uniao e intersegao. [

Pela Proposigéo dizer que f : (X,7x) = (Y, 7y) € continua é o mesmo que dizer que a topologia 7
é mais fraca que 7x. De fato, é facil verificar que 74 é a menor topologia que faz com que f : X — (Y, 7y)
seja continua.
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5.2. Sub-Base

5.2 Sub-Base

A construgao feita na Observacao é muito comum. E essa construgao que em algebra, por exemplo,
nos permite definir para um espaco vetorial V' e um subconjunto qualquer S C V, o menor subespaco
de V que contém S. Este é o subespaco vetorial gerado por S. Do mesmo modo, para um grupo G
e um subconjunto qualquer S C G, pode-se definir o que seria o grupo gerado por S. FKsse seria o
menor subgrupo de G que contém S. Existem exemplos também em teoria da medida. Assim, como na
Proposicao[5.2] a intersecdo de uma familia de subgrupos é um subgrupo, a interse¢do de uma familia de
subespagos vetoriais é um subespacgo vetorial.

Definicao 5.5. Seja X um conjunto, e C C P (X) uma familia qualquer de subconjuntos de X. Entdo

a topologia
7(C) = \/ TX
CCtx

€ a topologia gerada por C. Essa é a menor topologia de X que contém a familia C.

Definicao 5.6. Seja X um conjunto qualquer, e C C P (X) uma familia qualquer de subconjuntos de
X. Mesmo sem definir o que venha a ser uma base para a topologia (Defini¢ao , vamos definir o

conjunto
MQ:{ﬂA

Aec’

C'ccC, #C < oo},
e chamd-lo de base induzida pela familia C. Aqui, usamos a convengdio de que ()49 A = X.
Observagao 5.7. Na Definicao utilizamos a seguinte convengao:

Ja=0

A€l

(NA=X.

Ael

Esta convencéo se torna mais natural se, considerando a relacdo de ordem C em P (X), interpretarmos
U e N como sendo operadores de supremo e infimo, assim como fizemos na Observagao Desta forma,
dado F C P (X),

4

AeF

é o menor subconjunto de X que é maior que todos os conjuntos em F. Se F é vazio, entao o menor
subconjunto seria justamente (). Da mesma forma,

ﬂA
AeF

é o maior subconjunto de X que é menor que todos os conjuntos em F. Se F = (), este conjunto é
simplesmente o maior subconjunto de X, que é o préprio X.

Por um abuso de notacao, quando C = {4, | A € A}, por vezes escrevemos 7 (Ax, A € A) no lugar de
7(C). E quando Cy, (A € A) é uma colecao de familias de subconjuntos de X, escrevemos 7 (Cx, A € A) ao
invés de 7 (U 2en € A). As seguintes propriedades da topologia gerada por uma familia sdo consequéncia
direta da definicao. O leitor deve ficar atento para a diferenga entre

T(C,\, )\GA)

T (C)\), A €A

Proposigao 5.8. Sejam C e D familias de subconjuntos de X, e Tx uma topologia em X . Entdo, valem
as sequintes propriedades:

1. Todos os conjuntos em C sao abertos na topologia gerada: C C 7 (C).

2. SeC C D, entio 7(C) C 7 (D).
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5.2. Sub-Base

3. Temos que C C Tx se, e somente se, T (C) C Tx.
4. Se Tx € uma topologia, entdo Tx = 7 (1x). Em particular, vale que

T(7(C)) =7(C).

SeC C1x C1(C), entao 7x =7 (C).
SeC C D cC7(C), entao 7 (C) =7 (D).
Se & =1(C)UT (D), entao 7(E) =7 (CUD).

B N

Seja Cy, (A € A) uma colegao de familias de subconjuntos de X. Entdo,

T(T(CA) A EA) =7 (Cr, A EA).

Demonstragcao. Vamos mostrar apenas o item , que é mais dificil. O restante fica como exercicio. :-)

E evidente, pelo item , que
T (U CA> cT (U T(C;J).
AEA AEA

No entanto, novamente pelo item , sabemos que para todo vy € A,

T(C»ﬁCT(U CA>.

AEA
E portanto,

UT(cA)cT<U cA>.

A€A AEA

(Ure)=r(Ue)

Agora, pelo item ,

Forma da Topologia Gerada

Qual é a forma de um aberto de 7 (C) quando expresso em termos de C? Obviamente que a topologia
gerada por C deve conter todas as intersegoes finitas e todas as unides de elementos de C. Mas isso nem
sempre é suficiente. A Proposic¢ao [5.9|nos diz como podemos escrever os abertos da topologia gerada em
termos de conjuntos da sub-base.

Proposicao 5.9. Seja C uma sub-base para um espago topoldgico (X,7x). Ou seja, 7x = 7(C).
Considere a base induzida B = B (C) das intersegées finitas de conjuntos de C. Entdo, todos os conjuntos
da topologia sao unioes de conjuntos de B:

HcB}

T = { U A
Demonstragao. A topologia 7 (C) necessariamente contém B. Assim,

Aep’

ccBcT(C).

Considere entao, a familia & dada pelas unides de elementos de B:

u:{U A B'cB}.

Aep’
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5.2. Sub-Base

Novamente,

ccBcUcT(C).
Para concluir que 7x = U, basta mostrar que U é uma topologia. Assim, como 7x é a menor que contém
C, poderemos concluir que 7x = U. E imediato que
0, XcUu.

Também ¢é evidente pela prépria definicao de U, que U é fechado por unides arbitrarias. Basta entao
verificar que se A, B € U, entdo AN B € U. Onde, para B4, Bg C B adequados,

A= J U

UeBa
B= |J W
VeBp

Mas, neste caso,
AnB= |J W
WweBc

onde B ={UNV | U € By, V € Bg}. Agora, basta notar que B¢ C B, pois B é fechada por intersegao
finita. L]

Sub-Base e Continuidade

Se temos uma aplicagdo f: (X,7x) — (Y, 7y ), e uma sub-base C de 7y, como podemos dizer, olhando
para f~1(C), se f é ou nao continua. Um primeiro “chute” seria talvez dizer que basta que f~1(C) C 7x.
Obviamente que esta é uma condicdo necessaria. A proposicdo seguinte é o elo que falta para mostrar
que a condicdo f~1(C) C 7x é equivalente & continuidade de f.

Proposicao 5.10. Sejam X e Y dois conjuntos e C C P (Y) uma familia de subconjuntos de Y. Entdo,
T(f7HO) = (T (C).

Demonstracao. Vamos utilizar a seguinte notagao:

n=7(f710C)
= f"1(7(C)).
Por defini¢do, 7 é uma topologia. B facil ver (Exemplo que T2 também é uma topologia. Como

FYHC) C 72, segue que
71 C T2,

pois 71 é a menor topologia com tal propriedade. Resta entdo mostrar que dado A € 75, teremos A € 7.

Pela Proposicao dado A € 75, basta mostrar que A pode ser escrito como uma unido arbitraria de
intersegoes finitas de elementos de f~1(C). De fato, A = f~(A’), onde A’ € 7(C) é uma unido arbitraria
de intersecdes finitas de elementos de C. Como f~! comuta com as operacdes de unido e intersecdo, temos
a expressao desejada para A, concluindo a demonstracgao. O

Conforme prometido, vamos utilizar a Proposicao [5.10] para mostrar que para uma aplicagio
f:(X,7x) = (Y,7(C)) ser continua, basta que f~1(C) C 7.

Proposicao 5.11. Seja f: (X, 7x) — (Y, 7y), onde 7v = 7(C). Entao, [ é continua se, e somente se,
fﬁl(C) CTx.

Demonstracdo. E evidente que a condigao é necessaria. Vamos mostrar que é suficiente. Pela Proposigao

[6-1I0] temos que
) =7 (f7(C)).

Mas a hipétese f~1(C) C 7x implica que 7 (f~*(C)) C 7x. Ou seja,
ftry) =71 (ffl(C)) CTx.
O]

Observagao 5.12. Frequentemente, demonstragoes de que determinada funcao é continua ficam
excessivamente complicadas porque o autor da demonstragdo refez o argumento das Proposigoes [5.10
e Veja, por exemplo, a demonstracao da Proposicao
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Exercicios

5.2.1. Considere em R sua topologia usual, 7, a topologia da continuidade inferior, 7; e a topologia da
continuidade superior, 75. Mostre que f: X — R, onde X é um espaco topoldgico qualquer, é continua
na topologia 7 se, e somente se, for continua nas topologias 7; e 5.

5.2.2. Seja S uma familia de subconjuntos de X que nao cobre X. Ou seja, X # (Jgcr S- Considere a
topologia em X gerada por S, e mostre que existe € X tal que V (z) = {X}.

5.2.3. Mostre que f: X — Y é aberta se, e somente se, é aberta em todo z € X.
5.2.4. Considere f : (X,7x) — (Y, 7y). Se F é uma familia geradora da topologia Ty, entéo, f é aberta

se, e somente se, f(F) C Ty.

5.3 Bases

Dada uma familia C de subconjuntos de um conjunto X, a base induzida B = B (C) tinha uma propriedade
interessante:

Todo aberto de 7 (B) é uma unido de elementos de B.

Cada familia com essa propriedade é uma de base da topologia. Quando construimos a topologia dos
espagos métricos, as bolas formavam uma base para a topologia (Proposicao [3.14)).

Defini¢ao 5.13. Seja (X, 7x) um espago topoldgico. Uma familia B C Tx € uma base para a topologia
Tx quando todo conjunto A € Tx puder ser escrito como uma unido de elementos de B. Aqui, sequimos
a convengao de que |Jycg A =0,

Como de costume, vamos ver outras maneiras de caracterizar o que vem a ser uma base para uma
topologia Tx. Note que uma das condigoes da Definigao [5.13|é que B C 7x.

Proposicao 5.14. Seja (X, 7x) um espago topoldgico e B C P (X) uma familia de subconjuntos de X.
Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
B cB }

8. Temos que B C Tx, e para todo © € X e toda vizinhanca V de x, existe B € B tal que x € BC V.

1. A familia

p={UA

AeB’

€ uma topologia de X. E além disso, Tx = p.

2. A familia B é uma base para Tx.

4. Para todo x € X, o conjunto
B, ={AeB| z e A}

¢é uma base de vizinhancas de x (veja a Defini¢ao .

5. Para todo A,B € B ex € ANB existe C € B tal que x € C C AN B. E além disso, Tx =7 (B) e
X =Uacs A

Demonstra¢ao. m =
Pela definigdo de base, B é uma base para p. Como
BcCpcCT(B),

temos que p =7 (B) = 7x.

= @=-6

36



5.3. Bases

Se B é base para Tx, entdo B C 7x. Seja V € V(z). Entdo, A = V é aberto e z € A. Como o
conjunto A é da forma
A= |J B

BeB’

para alguma sub-familia B’ C B, basta escolher B € B’ tal que x € B, para que

reBCACV.

= @=-0@

Evidentemente que B, C V(x), j4 que a familia é formada por conjuntos abertos que contém z. Basta
mostrar que para toda vizinhanga V' de z, existe B € B, tal que B C V. Mas a existéncia de tal B é
justamente a hipotese do item .

» ®-06

Se A,B € Bex e AN B, entdo, por hipétese, A e B sdo vizinhancas de z. Portanto, A N B também
é vizinhanca de . Como B, é uma base de vizinhangas de x, entao existe C' € B, tal que

reCCANB.

Precisamos entao verificar que B gera 7x. Primeiramente, note que todo conjunto U € B é aberto,
pois se © € U, entdo U € B, C V (z). Ou seja, U é vizinhanga de todos os seus pontos. Assim,

T(B) C 7x.

Por outro lado, todo aberto de 7x pode ser escrito como uma unido de elementos de 3, pois dado V' € 7y,
para cada x € V existe V, € B, C B tal que x € V, C V. Ou seja,

V=]V
eV

E portanto,
Tx C 7 (B).

E evidente que X = Jyep A, pois nenhum dos B, é vazio. (Note que acabamos provando que =

@)-)
= @=

J& sabemos que () € p. Pela hipdtese de X ser a unido de todos os conjuntos em B, X € p. Por
definicao, p é evidentemente fechada por uniao arbitraria. Resta mostrar que é também fechada por
intersecao finita. Para isso, basta notar que A e B sido da forma

A= J U

UeBa

B= |JV

VeBp

para By, Bg € B adequados. Assim,

ANB= U unv,
(U,V)GBA xBp

sendo que, é facil verificar que as hipdteses do item implicam que cada UNV é uma uniao de conjuntos
em B. Portanto, AN B € p. O
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Observagao 5.15. Dada uma familia qualquer C C P (X), a Proposicao mostra que B (C) é uma base
para 7 (C). Em particular, toda familia B fechada por intersegao finita é uma base para 7 (B). Esse fato
pode ser verificado também pelo item da Proposicao Esta condicao nao é, no entanto, necessaria
para que B seja uma base para 7 (B). As bolas, por exemplo, formam uma base para a topologia de um
espago métrico, mas nao é necessariamente verdade que a intersecao de duas bolas serd uma bola.

Corolério 5.16. Seja B uma familia de subconjuntos de X, com X = |J, g A. Para que B seja uma
base de T (B) € necessdrio e suficiente que para todo A, B € B, AN B possa ser escrito como uniao de
elementos de B.

Demonstracdo. A condicao é evidentemente necessdria. Para ver que é suficiente, basta verificar as
condicoes do item da Proposicao Evidentemente que B gera 7 (B). O restante da demonstragao
fica como exercicio. O

Sub-Base e Convergéncia

A convergéncia de uma sequéncia x,, — = pode ser entendida como:
Para toda vizinhanga V' de x, por menor que seja, existe N tal que

n>N=uzx,€cV.

A expressao “por menor que seja”’ é um aposto, e é supérflua, mas traduz bem o fato de a convergéncia
poder ser descrita em termos de bases, ou bases de vizinhangas (veja a Observagao e a Proposicao
5.14]). O fenémeno da convergéncia pode ser ainda mais facil de ser verificado se utilizarmos uma sub-base
ao invés de uma base.

Proposicao 5.17. Seja S uma sub-base de um espaco topolégico. Entao, wma sequéncia T, converge
para x se, e somente se, para todo V€ S, com x € V, existir N = N(V) tal que

n>N=ux,€cV.

Demonstra¢do. Seja B a base gerada por S. Basta mostrarmos que a condigdo garante que para todo
U € B, com z € U, existir N = N(U) tal que

n>N=ux, €U

Note que ou U = X (neste caso, basta tomar N =1),ou U =ViN---NV,, com V; € S. Neste dltimo

caso,
N(U) = max (N(Vy),...,N(V,))

satisfaz a condigao desejada. O

Exercicios

5.3.1. Mostre que a familia
B={(a,b) CR| a€Q,b¢Q}

é uma base para a topologia usual de R.
5.3.2. Toda base é fechada por intersecao finita nao vazia? Demonstre que sim, ou dé um contra exemplo.

5.3.3. Complete a demonstracao do Corolario [5.16

5.4 Cardinalidade das Bases e Sub-Bases

Principalmente quando trabalhamos com sequéncias de elementos, ou mesmo sequéncias de conjuntos,
a existéncia ou nao de bases ou bases de vizinhangas que sejam enumeraveis torna-se uma questao
importante.

Definicao 5.18. Dizemos que um espago topoldgico X ¢é segundo-enumeravel quando possuir uma
base enumerdvel. Se todo x € X possui uma base enumerdvel de vizinhangas, dizemos que X €
primeiro-enumerével.
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Observagao 5.19. A nomenclatura da Defini¢ao [5.18] é uma traducao direta da lingua inglesa — first
countable e second countable —, e é muito ruim. Se um espago topoldgico X possui uma base enumeravel,
nao seria melhor dizer que X possui base enumerdvel? Da mesma forma, neste livro, vamos dizer que = €
X possui base enumerdvel de vizinhang¢as. Ao invés de dizer primeiro-enumerdvel, vamos simplesmente
dizer que todo ponto de X possui base enumerdvel de vizinhangas.

Exemplo 5.20 (Espago Métrico). Em um espago métrico X, um ponto qualquer possui uma base
enumeravel de vizinhancas. De fato, dado z, as bolas de raio % centradas em x formam uma base de
vizinhancas. Essa base de vizinhangas tem a propriedade de poder ser ordenada de forma decrescente.
Ou seja,

Bi(x) D> B (a).

n+1

3=

Esta é a propriedade que nos permitiu estabelecer a equivaléncia entre continuidade com bolas e
continuidade com sequéncias para aplicacoes entre espacos métricos. Veja a Proposicao [2.10

Na Definicao [5.18] ndo mencionamos nada sobre a cardinalidade das sub-bases. A seguinte proposicao
explica porque.

Proposigao 5.21. Em um espaco topoldgico X com infinitos abertos, existe uma base com cardinalidade
K se, e somente se, existe uma sub-base com a mesma cardinalidade. Em particular, o espaco possui base
enumeravel se, e somente se possuir uma sub-base enumerdvel.

Demonstracao. Como toda base é uma sub-base, basta mostrar que dada uma sub-base S, existe uma
base B com a mesma cardinalidade que S. Primeiramente, é preciso notar que a cardinalidade de S nao
pode ser finita. Caso contrério, nao existiriam infinitos abertos na topologia.
Note que a familia
B,={Uin---NnU, | Uy,...,U, €S}

tem a mesma cardinalidade que S (por qué?). Note também, que
oo
B={X}u (B,
n=1

e portanto, B também tem a mesma cardinalidade que S (por qué?). O

Os espagos tais que todo ponto possui uma base enumeravel de vizinhancas sao semelhantes aos
espagos métricos. Onde usariamos sequéncias de bolas de raio %, usamos a proposicao abaixo. Um

exemplo é a Proposicao

Proposicao 5.22. Seja X um espacgo topoldgico e x € X um elemento qualquer. Se x possui uma base
enumerdvel infinita de vizinhancas, B, entdo x possui uma base de vizinhancas formada por conjuntos
B, By, ... satisfazendo

Bi>By;D>DB3D---

Dizemos que B, € uma base de vizinhangas encaixantes.

Demonstragao. Seja Bj, B}, ... uma enumeracao dos elementos de B,. Faca
n
B, =B,
j=1

Por ser intersecao finita de vizinhangas de x, cada B,, é uma vizinhanca de x. E dada uma vizinhanca
qualquer de z, V, existe n tal que B;, C V. Ou seja,

B,CB,CV.
E portanto, os conjuntos B,, formam uma base de vizinhangas de z. O

E claro que se x possuir uma base finita de vizinhancas, entao x possui uma base formada por apenas
um elemento: a intersecdo de todos os elementos da base finita.

Em um espago onde todo ponto possui base enumeravel de vizinhancas, a topologia pode ser
inteiramente descrita através de sequéncias e seus limites.
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Proposicao 5.23. Seja X um espaco topoldgico, x € X, e B, C V(x) uma base enumerdvel de
vizinhangas de x. Entdo, a familia V (z) pode ser inteiramente determinada se soubermos quais sdo
as sequéncias que convergem para x.

Demonstracdo. Pela Proposicio podemos assumir que B, = {Bj, B, ...}, com B, D B,1.
Vamos mostrar que V é vizinhanga de x se, e somente se, para toda sequéncia convergente x, — x,
tivermos um N tal que n > N = x, € V. Se V é vizinhanga de z, entdo, é evidente que para toda
sequéncia x, — x existe um tal N. Por outro lado, se V nao é uma vizinhanca de z, entao, para cada
n, existe By, tal que B, \ V # 0. Tome z, € B, \ V. A sequéncia z,, converge para x (por qué?). No
entanto, para a sequéncia x,,, nao existe o referido V. L]

7

Um exemplo de aplicacao da enumerabilidade de uma base da topologia, é a demonstracao da
Proposigao Uma propriedade que estd bastante relacionada é a separabilidade do espago topoldgico.

Definicao 5.24 (Espago Separavel). Um espago topoldgico X é separavel quando houver um subconjunto
enumerdvel denso. Ou seja, quando existir S C X enumerdvel tal que S = X.

Uma das utilidades de se demonstrar que um espaco possui base enumeravel, é poder concluir que
este espaco é separavel.

Proposigao 5.25. Um espaco topoldgico com base enumerdvel € separdvel.

Demonstra¢do. Seja By, Ba, ... uma base enumeravel. Agora, para cada B, escolha x,, € B,. Entéo, o
conjunto S = {z1, za,...} é denso. O

Por outro lado, uma das utilidades de se demonstrar que um espago é separavel, é, em alguns casos,
poder concluir que este espaco possui base enumeravel. E o que faremos na demonstragao da Proposicao
9. 25

Proposicao 5.26. Um espaco métrico (X, d) tem base enumerdvel se, e somente se, € separdvel.

Demonstragao. Pela Proposicao basta mostrar que se X for separavel, entao X tem base enumeravel.
Seja S C X um subconjunto enumeravel denso. Basta, entao, mostrar que

Bz{B (w)‘ xES,nzl,Z,...}

ES
n

é uma base para a topologia de X.
Como B é uma familia de abertos, basta mostrar que para todo a € X, dado m € N* existem x € S
e n € N* tais que
a € Bi(x) C Bi(a).

Pela densidade de X, podemos escolher z € S tal que d(z,a) < ﬁ Assim, basta tomar n = 2m, pois
além de termos a € Bi (), também temos que para todo y € B1(x),

d(y,a) < d(y,r) +d(z,a)
1

S
2m  2m  m’

Ou seja, B1(z) C B (a). O

Exercicios

5.4.1. Seja S uma familia de subconjuntos de X. Mostre que se § é uma famflia finita, entao a topologia
gerada por S também é finita.

5.4.2. Onde foi usado que #S = 0o na Proposigao [5.21]/

5.4.3. Dé um exemplo de um espaco topolégico onde existe uma base finita de vizinhangas de um certo
elemento x, mas nao existe uma base de vizinhancas composta por apenas um elemento.

5.4.4. Mostre que a sequéncia x,, construida na demonstragao da Proposicao de fato converge para
x.
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Capitulo O

Fecho e Interior

Dado um subconjunto B C X de um espaco topolégico X, vamos associar a B o conjunto B dado por
todos os pontos que estao “proximos” de B. Veremos que a propriedade do item da Proposicao

garantira que se F' = B, entao F = F. Ou seja, apesar de termos acrescentado pontos em B para
construir o conjunto F', mesmo com esse alargamento, F' nao se tornou “proximo” de nenhum ponto do
qual B ja ndo fosse préximo. O conjunto B é o fecho de B. E os conjuntos F que satisfazem F = F sao
chamados de conjuntos fechados. Veremos que os conjuntos fechados sao exatamente os complementares
dos conjuntos abertos.

6.1 Fecho e Fechado

Definicao 6.1. Seja (X, 7x) um espago topoldgico e B C X um subconjunto qualquer de X . Definimos
o fecho de B, e denotamos por B o conjunto

B={zeX|VWeV(),VNB+#0H}.
Também escrevemos cl (B); ou quando queremos enfatizar a topologia Tx, escrevemos cl,, (B).

Observagao 6.2. O operador de fecho é uma aplicagao

c: PX) — B(X).
B —~ B

Lema 6.3. Seja (X, 7x) um espago topoldgico. E para cada x, seja B, CV (x) uma base de vizinhangas
de x. Entao, -
B={ze X | VV e, VNB=0}

Em particular, x estd no fecho de B se, e somente se, para todo vizinhanca aberta U de x, U N B = {.

Vamos entao verificar algumas propriedades do operador cl,, .

Proposicao 6.4. A operagao de fecho no espago topoldgico (X, Tx) satisfaz:

1.0=0, X=X
.BCB
. ACB=ACRB

UBrc | B

AEA AEA

6. Se A B sao subconjuntos de X, entdo

N
C
o
[

b
C
oS!



6.1. Fecho e Fechado

Demonstracao. m  Ttens , e .

Consequéncias imediatas da defini¢ao de fecho.

m Item .

Por , BcB. Seja entao x € ?, e seja U € Tx uma vizinhanca aberta de z. Entdo existe y € B,
tal que y € U. Ou seja, U ¢ vizinhanga de y. E portanto, como y estd no fecho de B, existe z € B tal
que z € U. Provamos que toda vizinhanca aberta de x intercepta B. Pelo lema x € B.

m Item .

O item é imediato da definicao de fecho. No entanto, também pode ser demonstrado através do
item (3)), pois para todo v € A,

B,c|JBy=B,c B
AEA A€A

Basta entao fazer a unido para todo v € A.

m Item @

Por , basta mostrar que -
AUB C AUB.

Suponha que 2 € AU B, mas x ¢ A. Vamos mostrar que = € B. Existe uma vizinhanca V de z tal que
VN A= 0. Toda vizinhanca de x intercepta A N B. Entao, toda vizinhanca de x contida em V', j& que
nao intercepta A, tem que interceptar B. Observando que a familia de todas as vizinhancas de x contidas
em V forma uma base de vizinhancas de x (por qué?), concluimos pelo lema que = € B. O

Observagao 6.5. A demonstracao do item da Proposigéo (de fato, o lemautilizou, de maneira
essencial, o fato de a familia das vizinhangas abertas de um ponto formar uma base de vizinhangas. Veja
a Observacao [3.5] o texto introdutério da segao [3.5| e a Figura

Definigao 6.6. Dado um espago topoldgico (X,7x), um conjunto F C X ¢é fechado quando F = F.

Pela defini¢ao de fechado, os conjuntos fechados sao os pontos fixos da aplicacao cl,, . Por outro lado,
o item (4)) da Proposicao mostra que todo conjunto da forma B é fechado. Ou seja, a familia dos
conjuntos fechados é exatamente a imagem de cl,,. Se o “fecho” de um conjunto nao fosse “fechado”,
precisarfamos dar outro nome para ao menos um dos dois conceitos. :-)

Proposicao 6.7. Em um espago topoldgico (X, 7x), F C X € fechado se, e somente se, F© € x.

Demonstragio. Tome z € F°. Entao existe V € V(z) tal que VN F = . Ou seja, V C F°. Portanto,
F€ é aberto, ja que é vizinhanga de todos os seus pontos. -
Por outro lado, suponha que F¢ € 7x. Entao, nenhum ponto de F© pertence a F' (por qué?). Ou seja,

F CF.
Portanto, F' = F (por qué?). O
Observagao 6.8. A Proposicao mostra que a topologia de X pode ser determinada pela familia
F={FcX| F=F},

dos subconjuntos fechados de X. Quando é entao que uma familia F C P (X) define os conjuntos fechados
de uma topologia 7x? Ou seja, quando é que a familia

Tr={ACX| A° € F}

é uma topologia de X? A resposta é simples: a familia F terd que satisfazer as condigoes listadas na

Proposicao
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Indo um pouco além, se conhecermos cl,,, também sabemos quem sdo os fechados de 7x, e por
consequéncia, sabemos quem é a topologia 7x. Desta forma, quando é entdo que uma aplicacao

c:P(X)—=P(X)

é igual a operacdo de fecho cl;, de uma topologia 7x7 A resposta a esta pergunta estd contida na
Proposigao [6.4] Veja o Exercicio ?77.

Proposicao 6.9. Dado um espago topoldgico (X, 7x), a familia F formada pelos subconjuntos fechados
de X satisfaz:

1. 0,X e F.
2. i, Fhe F=F i UF, e F.
8. Fxe F(AeA)=Nyep Fr € F.

Demonstragao. Basta utilizar as leis de De Morgan

Uac=(na)

AEA AEA
Cc
AEA AeA
para verificar a equivaléncia entre os itens da proposicao e os itens da definicao de topologia [4.1 O

O fecho de um conjunto B pode ser facilmente determinado se utilizarmos a familia F dos fechados.

Proposigao 6.10. Seja X um espago topoldgico e F a familia formada pelos subconjuntos fechados de
X. Entao, para um subconjunto qualquer B C X,

B= () F

BCF
F é fechado

Em outras palavras, B é o menor conjunto fechado que contém B.
Demonstra¢do. Como B é fechado e B C B, temos que

ﬂ F c B.

BCFeF

Afirmagao. Se F é fechado, entao
BCF=BCF

De fato, o
BCF=BCF=F.

Pela afirmagao anterior, é evidente que
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6.2 Interior

Assim como para o fecho, dado um espago topolégico (X,7x), podemos associar a cada B C X o
subconjunto de B formado por todos os pontos dos quais B é vizinhanca. Do mesmo modo que o fecho
de um conjunto é fechado, o interior serd aberto. E assim como o fecho de B é o menor fechado que
contém B, seu interior é o menor aberto contido em B.

Proposicao 6.11. Seja (X, 7x) um espago topoldgico e B C X um subconjunto qualquer de X. FEntdo
existe um conjunto A C B que é o maior subconjunto de B que € aberto. O conjunto A também pode ser
escrito
A={xeB| BeV(x)}.
Demonstracao. Como a unido arbitraria de abertos é um aberto, entao
A={JU
Uerx

UucB

¢é evidentemente o maior aberto contido em B. Vamos mostrar que A = A’.
O conjunto A’ é tal que se x € A’ entdo A’ € V(x). Como A’ C B, entdo para todo ponto de z € A’,
temos que B é uma vizinhanga de x. Ou seja,

A C A
Falta entdo mostrar que o conjunto A é aberto e que portanto,
AcCA.

Seja € A. Como B é vizinhanga de z, entdo existe uma vizinhanga aberta de z, U,, tal que
x € U, C B. O conjunto U, é vizinhanca de todos os seus pontos. Em particular, B é vizinhanca de
todos os pontos de U,. Ou seja,

U, C A.
E portanto,
A= ] U,
r€A
é aberto. O

E importante notar quando se afirma a “existéncia” de um elemento “méximo”. Ao contrario do que
nossa intuicao possa acreditar, nem sempre existe um elemento “méaximo” ou “maximal” que satisfaca
determinada condig¢ao. Por exemplo, nao existe o “maior ntimero real que é menor que 1.” Talvez o leitor
nao tenha percebido, mas se o conjunto () nao fosse aberto, a demonstracao anterior nao estaria correta.
Em que momento utilizamos que () é um conjunto aberto?

Definigao 6.12. Seja (X, 7x) um espago topoldgico e B C X um subconjunto qualquer de X. O interior
de B ¢ maior conjunto aberto contido em B. Denotamos o interior de B por B, int (B), ou ainda
int-, (B) quando queremos enfatizar que é o interior de B com respeito d topologia Tx .

Proposicao 6.13. Seja X um espaco topoldgico. Valem as sequintes relagoes entre o fecho e o interior
de um conjunto B C X:

cl (B¢) = int (B)°
cl (B)° = int (B°).

Demonstragao. Exercicio. :-) O
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6.3 Continuidade

Os conjuntos fechados sao simplesmente complementos de conjuntos abertos. Dada uma aplicagao
f: X =Y, ainversa f~! preserva a operacao de complemento. Assim, f serd continua quando a imagem
inversa de cada fechado for um conjunto fechado.

Proposicao 6.14. Sejam (X, 7x) e (Y, 7y) espagos topoldgicos e f : X — Y uma aplicagdo qualquer. As
sequintes afirmacoes sdo equivalentes:

1. A aplicagdo f é continua: para todo aberto A CY, f~1(A) é um aberto de X.
2. Para todo fechado F CY, f~Y(F) é um fechado de X.

3. Para todo conjunto B C X,

f(B) C f(B).

4. Para todo conjunto B C X,
int (£(B)) C f (int (B)).

Demonstracdo. m &

Basta notar que f=! : P (Y) — P (X) preserva a operaciao de complemento. Isto é,

FHAY) = (P71 AW)"

» @-06

Por hipétese, o conjunto f~! ( f (B)) é fechado e contém B. Portanto, como o fecho de B é o menor

fechado que o contém, segue que
Bc o (fB))

Basta agora aplicar f a ambos os lados para obter

f(B) C f(B).

» Be@

Segue da relacao entre o fecho e o interior descrito na Proposigao [6.13

= B=-0

Seja F' C Y um conjunto fechado. Faca
B = f7H(F).

Vamos mostrar que B é fechado. Pela hipétese do item , vale que

f(B)C f(B)CF=F.

Aplicando f~! de ambos os lados,
Bc f'Y(F)=B

Portanto, B = B. O]
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Aplicagao Fechada

Assim como fizemos quando definimos o que vem a ser uma aplicagdo aberta (Definigao [4.19), vamos

definir o que é uma aplicagao fechada.

Definicao 6.15. Uma aplicacao f: X — Y entre dois espagos topoldgicos é fechada, quando para todo

fechado F C X, sua imagem f(F) CY também for fechada.

Note que enquanto é verdade que se f~! leva abertos em abertos (ou seja, f é continua), entdo f~!
leva fechados em fechados; nao é verdade que se f é uma aplicagao aberta, também serd uma aplicacao

fechada. Por exemplo,
f+ R - R
z — 0

é uma aplicacao fechada, mas nao é aberta.

6.4 Convergéncia

Em um espago topoldgico X, se FF C X é fechado, e x ¢ F, entao nenhuma sequéncia x,, € F pode
convergir para x. De fato, F¢ é uma vizinhanca de = que nao contém nenhum ponto da sequéncia x,.
Portanto, se uma sequéncia x,, € F' converge para x, teremos que x € F'. Em particular, esquecendo um

pouco o conjunto F', se x,, — x, entao,
x €{z,| neN}L

Indo um pouco além,

x € ﬂ{xn| n> N}

NeN

Pois a sequéncia x4, também converge para x.
Por outro lado, dada a sequéncia x,, € X, suponha que

x € ﬂ{xn| n> N}.

NeN

Podemos concluir que x,, — x? A resposta é ndo! Mas por que nao? Por exemplo, por que x,, = (—1)"

nao converge? E se
{e} = () {zn | n> N},
NeN
entao vale que x,, — x?7 Considere
- 0, n éimpar
"7 1 n, népar

)

para verificar que nao vale. Mas é verdade que se x,, — x, entao

fob= ) Gon [ n= N2

NeN

Para ver que nao, basta considerar a topologia {0, X}, onde X é um conjunto qualquer com mais de um

elemento. Neste caso,

X = ﬂ {zn | n> N},
NeN

pois o fecho de qualquer conjunto nao vazio é igual a X.
Vamos supor, entao, que

x € ﬂ{xn| n> N}

NeN
Neste caso, quando é que x,, /~ =7 Se
‘Tn 7é x’
entao existe uma vizinhanca de x, V, tal que infinitos z,,, Zn,, Tns, ... nao pertencem a V. Ou seja,

x & {xn, | ke N}

E como dizer que x,, = = quando para toda “subsequéncia”’ x,, tivermos que z,, — .
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Definicao 6.16. Dado um conjunto X e uma sequéncia x, € X. Uma sub-sequéncia de x, ¢é
simplesmente uma sequéncia Y, = Tn, , onde n; < ng <ng < ---.

Observagao 6.17. Dada uma sequéncia x, € X, o que determina as subsequéncias de xz,, sao as
aplicagoes
fr+ N - N |
k — Nk

que preservam a ordem < de N. Ou seja,
k1 <ky e ng < ng,.
Poderiamos ter definido subsequéncia como uma aplicacao f : N — N que satisfaz
k1 < ke = f(k1) < f(k2).

Proposicao 6.18. Dado um espago topoldgico X, uma sequéncia x, € X converge para x € X se, e
somente se, para toda subsequéncia ,

x € {zp, | k €N}
Demonstragao. Se x,, — x, entdo toda subsequéncia x,, converge para x (por qué?). Portanto,
x €{zy, | ke N}

. 1 1 - nT ~ T ——— ’ . . ~ ’
Pois se x & {x,,, | k € N}, entdo {z,, | ¥ € N} ¢ uma vizinhanca de z que ndo contém nenhum z,,, .
Por outro lado, se x,, # =z, entdo existe uma vizinhanca V de z, tal que para infinitos indices
ni, N2, N3, ..., Tn, ¢ V. Portanto, para esses indices,

x & {xn, | k €N}
O

Uma das implicagbes da Proposicéo [6.18] é que basta conhecer o fecho dos conjuntos enumerdveis
para sabermos quais sao e quais nao sao as sequéncias convergentes. Em espacgos métricos, por exemplo,
os conjuntos fechados F', sao exatamente aqueles que

x, €F, v, >x=x€F.

Em espagos topoldgicos em geral, isso nao é necessariamente véalido. Mais adiante, veremos como o
conceito de redes pode remediar esta deficiéncia das sequéncias. Por exemplo, considere a topologia em
R do exercicio 7?7, onde os fechados séo, além do préprio R, os conjuntos enumeréveis (com cardinalidade
menor ou igual & de N). Neste caso, as sequéncias convergentes sdo constantes a menos de um nimero
finito de indices:

Tp —wx<3INeN, V>N, z, =z (6.1)

De fato, se houvessem infinitos indices ny tais que x,, # x, entdo, {z,, | k € N} seria um fechado que
nao contém z, contradizendo a Proposicao Por outro lado, as sequéncias de (6.1]), sdo exatamente
as sequéncias convergentes na topologia discreta.

Essa mesma construcao poderia ser feita com qualquer conjunto X no lugar de R, para se ter uma
topologia em X onde as sequéncias convergentes sao as mesmas da topologia discreta. Precisamos que
X seja ndo enumerdvel para que a topologia construida seja diferente de topologia discreta P (X).

Em espacos métricos, uma aplicagao f : X — Y era continua quando

Tn = 2= f(z,) = f(x). (6.2)

Para o caso de espagos topoldgicos, a continuidade de f implica na condigdo da equagao (6.2]). No entanto,
a volta nem sempre vale.

Proposicao 6.19. Seja f: X — Y uma aplicagcao entre espagos topoldgicos, continua no ponto x € X.
Entao,
T = x = f(z,) = fx).

Demonstragao. Se f(x,) /4 f(x), entao existe uma vizinhanca aberta A de f(z), tal que para um nimero
infinito de indices, a sequéncia f(z,) ndo pertence a A. Portanto, para um nimero infinito de indices, a
sequéncia x,, nao pertence a f~(A), que é, pela continuidade de f em z, uma vizinhanca de z. O que
mostra que x, /4 . O
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Capitulo 7

Topologias Derivadas de Outras Topologias

7.1 Topologia de um Sub-Espaco

Se temos um espago topolégico (X,7x) e um subconjunto Z C X, entdo parece natural pensarmos
na restricao da topologia 7x ao subconjunto Z. Mas isso é realmente natural? Vamos fazer algumas
consideragoes.

Imagine que z,, € Z é uma sequéncia (o ideal seria falar de “redes” — veja o Capitulo ??) que na
topologia 7x converge para z € Z. Neste caso, se fossemos “induzir” em Z uma topologia 7z a partir de
Tx, sua topologia deveria ser tal que para x,,x € Z,

TX TZ
Ty —5 T & Ty —2> T

Pensando em termos da operacao de fecho, para um conjunto B C Z, o conjunto dos pontos de Z que
estdo “préximos” — ou seja, no fecho — de B sdo, intuitivamente, os pontos de Z que estdo em cl,, (B).

Ou seja, deveriamos ter que
cly, (B) =ZnNclyy, (B).

Vendo do ponto de vista da continuidade, se f: (X,7x) — (Y, 7y) é uma aplicacdo qualquer, e W C Y
é tal que f(X) C W, entdo podemos pensar na aplicagio

Fix - w o,
x —  f(x)

e esperar que possamos induzir em W uma topologia tal que f é continua se, e somente se, f o for.
Poderfamos também, dado Z C X, pensar na continuidade de f|z. Claro que esperariamos que se f é
continua em z € Z, entdo, na topologia induzida, f|z deve ser continua em z. Ou seja, se V' é vizinhanga
de z em T7x, ZNV deve ser vizinhanca de z em 7z. Dentre essas consideragoes, o menos natural é pensar
em termos de abertos. E é por isso que este livro é “de varios ngulos”. :-)

Entretanto, como nossa definicao de espago topoldgico é em termos de abertos, com as ferramentas
que temos até o momento, serd mais facil definir a topologia de um subconjunto em termos de abertos.
Felizmente, a definicdo com abertos é extremamente simples.

Definigao 7.1 (Topologia Induzida em um Subconjunto). Seja (X, 7x) um espago topoldgico e Z C X
um subconjunto de X qualquer. Entdo, o conjunto

ZﬂTX:{ZﬁA| AGTx}
€ a topologia induzida por 7x em Z.

Notacgao. Na Defini¢io[7-1], a notagio ZN7x ndo € a intersecao de Tx e Z, mas a famdlia formada pela
intersecao dos elementos de Tx com o conjunto Z. Este abuso de motag¢do, em geral, ndo deve causar
problemas de entendimento e serd usado sem ressalvas.

Vamos entao verificar que a definicdo de topologia induzida em um subconjunto satisfaz as
propriedades discutidas no inicio do capitulo.

Proposicao 7.2. Seja (X, 7x) um espaco topoldgico e Z C X um subconjunto qualquer de X. Entdo a
topologia induzida em Z, T, = Z N Tx, satisfaz:
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7.1. Topologia de um Sub-Espago

1. Todo aberto A € Tz da topologia induzida € da forma A = Z N A’ para algum aberto A’ € Tx da
topologia de X .

2. Todo fechado F € 1z da topologia induzida é da forma F = Z N F’ para algum fechado F' € 7x da
topologia de X.

3. Sex € Z, entao
Vi, () = Z N0V (2).

4. Se B C Z, entdo
clr, (B) =ZnNclyy, (B).

5. Para x,,x € Z, entao
TX TZ
Ty — TS Ty — T

6. Se (Y, 71y) é um espago topoldgico qualquer e f: (Y,7yv) — (X, 7x) € uma aplicagao tal que f(Y) C
Z, entao
f+ Yry) = (Z,72)
y — [f(y)

¢ continua se, e somente se, f € continua. (Note que a diferenca entre as aplicagoes f e f é apenas
o contra-dominio das aplicagoes)

7. Se (Y, 1y) € um espago topoldgico qualquer e g : (X,7x) — (Y, 7y) € uma aplicagdo continua, entdo

glz: (Z,7z) — Y,7v)
z = g(2)

€ continua.

Demonstracao. m  Itens e .

Imediato da definicao de 7.

m Item .
Imediato do item .

m Item .

Este fato pode ser demonstrado de vérias formas — de vérios angulos ;-). Vamos utilizar a Proposigao
mas o leitor é motivado a demonstrar diretamente da definigdo de fecho (Definigao [6.1)).

Pela Proposicao e pelo item 7
cl,, (B) = N F

F: fechado de 7z
BCF

- N (ZNF)
F': fechado de Tx
BCZNF

=7ZnN ﬂ F

F: fechado de X
BCF
=ZNcl., (B).
(em que lugar da equagao foi utilizado que B C Z7?)

m Item .

Exercicio.
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7.1. Topologia de um Sub-Espago

m Item @

Basta notar que f~1(Z N A) = f~1(A).

m Item

Exercicio. O

Observagao 7.3. Para uma aplicacdo f: (X,7x) — (Y, 7y) e um subconjunto Z C X, sempre que
falarmos de propriedades topoldgicas de f|z estaremos nos referindo & topologia Z N 7x. De modo mais
geral, a menos que se diga o contrario, consideraremos Z C X dotado da topologia Z N 7x.

Observagao 7.4. Note que se Z é um aberto, entao
ZﬁTX:{AETx‘ ACZ}

Em particular, os abertos da topologia induzida sao também abertos na topologia original. Isso nao vale
em geral.

Da mesma forma, se Z for fechado, os fechados da topologia induzida serdao exatamente os fechados
da topologia original que estejam contidos em Z. (demonstre!)

Exemplo 7.5 (Topologia Induzida: [0,1) C R). Considere a topologia no intervalo [0, 1) induzida pela
topologia usual dos nimeros reais. Entao, por exemplo, a familia

nGN}

Exemplo 7.6 (Espago Métrico). Em um espaco métrico (X, d), temos a topologia 74, em X, induzida
pela métrica d. Se Z C X é um subconjunto qualquer de X, entao, a principio, temos duas maneiras
canodnicas de induzir uma topologia em Z. Temos Z N 74, e temos também a topologia 74, induzida pela
restricao da métrica d ao conjunto Z:

5= {0.3)

é uma base de vizinhancas abertas para o ponto 0.

dzi Zx7Z — Rt .
(z1,22) +— d(z,22)

Essas duas topologias coincidem. (por qué? dica: o que sao as bolas na métrica induzida?)

Uniao Disjunta

Sejam (X, 7x) e (Y, 1y) espagos topoldgicos disjuntos. O leitor ndo deverd ter problemas para se convencer
que é natural definir a topologia

TXUYZ{UUV|U€Tx,V€Ty}
em X UY. Note que 7xuy = 7 (Tx U 7y). Essa topologia é caracterizada pela propriedade
x =XN7Txuy € 7Ty =Y NTxuy-

No Capitulo |8 estudaremos a existéncia de conjuntos que sao fechados e abertos ao mesmo tempo.
Se em um espago topoldgico (W, Ty) existe um subconjunto préprio nao vazio, X C W, que é aberto e
fechado ao mesmo tempo, entao seu complemento, Y = X¢ também é aberto e fechado. Neste caso, os

abertos de W sao da forma UUV, onde U € 7x e V € 1y. Dizemos que (W, 7y) é desconexo (Definigdo
51).
Exercicios

7.1.1. Mostre que a familia
Ty =ZNTx

da Definicdo [7.1] é de fato uma topologia.
7.1.2. Dé um exemplo de um espago topoldgico (X,7x), um subconjunto Z C X e uma fungdo

g9:(X,7x) = (Y, 7y) tais que g ndo é continua, mas g|z é.
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7.2. Topologias Inicial e Final

7.2 Topologias Inicial e Final

A topologia inicial é um dos conceitos mais importantes em topologia geral. Esta secao deve ser estudada
com muita atencao.

Se temos uma aplicacdo f: X — (Y, 7y) de um conjunto X qualquer em um espago topoldgico, a
Proposigao mostra que f~!(7y) é uma topologia em X. Nao apenas isso, mas é também a menor
topologia que torna f continua. De fato, f : (X,7x) — (Y, 7y) é continua quando f~!(7y) C 7x. Mesmo
quando estivermos tratando de uma familia de aplicacoes

i X = (Ya, 1),
podemos falar da topologia mais fraca em X que torna todas as f) continuas.
Definicao 7.7. Dada uma familia de aplicagdes
X = Y1), (AeA),

a topologia T (ffl (mA), A € A) — a menor topologia tal que todas as aplicacdes f sdao continuas — €
chamada de topologia (inicial) induzida pela familia fy. Quando a familia é composta por apenas uma
aplicacao f, a topologia inicial é denotada por Ty.

Da mesma forma, dada uma aplicacdo f : (X,7x) — Y de um espago topolégico em um conjunto YV
qualquer, podemos nos perguntar qual seria a maior topologia que pode ser colocada em Y de modo que
f seja continua. O leitor deve se convencer de que a exigéncia “maior topologia tal que f seja continua”
faz sentido. Afinal, se f: (X,7x) — (Y, 7y) é continua, entdo f serd continua se a topologia de 7y for
substituida por uma topologia mais fraca qualquer.

Definicao 7.8. Dada uma familia de aplica¢des
e (XA,T)\) —Y (/\ € A),

a maior topologia em 'Y tal que todas as aplicagoes fy sao continuas € chamada de topologia final induzida

pela familia f\. Quando a familia é composta por uma unica aplicacao f, denotamos a topologia final
f

por 4.

Daqui por diante, vamos omitir o conjunto de indices A quando conveniente, para simplificar a notagao.

Observagao 7.9. O caso em que o uso da topologia final é mais 1til, é quando se tem apenas uma
funcao f. Para uma familia fy, se denotarmos por 7/ a topologia final induzida pela aplicacio fy, entdo
a topologia final induzida pela familia toda sera

ﬂ N
AEA
Isso porque a intese¢ao de topologias é uma topologia.
Proposic¢ao 7.10. Dada a aplicagao f : (X,7x) = Y, a topologia final induzida por f € a familia
{AcYy | f7YA) erx}.

Demonstra¢do. Denote por F a familia {A cY | YA e TX}. Evidentemente que 7/ C F, pois F é
a maior familia tal que f~1(F) C 7x. Basta entdo mostrar que F é de fato uma topologia... deixemos
isso como exercicio ao leitor. :-) O

Exemplo 7.11 (f: R — S'). A aplicacao

f: R = St
x — exp(2mxi)

é continua quando consideramos as topologias usuais, 7z de R e 751 de S'. A topologia inicial em R
quando consideramos a topologia usual em S' é dada por

Tr={Aem| A=A+17Z}.

Ou, o que d& na mesma,
TfZ{A+Z| AGR}.

E qual é a topologia final de f : (R, 7g) — S'?
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7.2. Topologias Inicial e Final

Diagramas Comutativos

Quando temos uma familia de aplicagbes cada uma com seu dominio e seu contra-dominio, podemos
representa-las em um diagrama. Por exemplo,

!
—

S

g

3
%
N —

<t

E—
f

Dizemos que o diagrama comuta quando “diferentes caminhos” correspondem & mesma aplicagdo. Se,
por exemplo, o diagrama anterior comuta, entdo sabemos que go f o = f; ou entdo, ho fow = ho f.
Vamos caracterizar as topologias inicial e final utilizando diagramas comutativos.

Proposicao 7.12. Dada a aplicag¢io f: X — (Y,7y), a topologia inicial T4 € a tnica topologia Tx que
torna f continua e € tal que para todo diagrama comutativo

(Z,Tz)*g>(X,TX

xf)
)

(Y, 7y

)

a continuidade de g € equivalente a continuidade de g.

Demonstracdo. Primeiro vamos mostrar que para 7x = 7y, a continuidade de g é equivalente & de §.
Primeiramente, por defini¢do, 77 torna f continua. Se g for continua, entdo g é continua por ser a
composigao de duas aplicacoes continuas. Por outro lado, supondo que g é continua, dado A € 74, A é
da forma f~1(U), com U € 1y. Assim,

g A) =g~ (V) =57 (U).

Pela continuidade de g, este conjunto é aberto de Z. Ou seja, a imagem inversa de um aberto de X
aberto de Z. Portanto, g é continua.

Falta mostrar que s6 existe uma topologia que satisfaz a condigao da proposicao. Suponha que 7x e
Tx' ambas satisfagam a condi¢ao do enunciado. Considere a seguinte o seguinte diagrama comutativo.

[©

(X, 7x") =95 (X, 7x) .

ey

(Y, 1y)

Neste caso, como Ty satisfaz as condig¢des do enunciado e f é continua na topologia 7x’, temos que
id: (X,7x") = (X, 7x) é continua. Mas a continuidade da identidade é equivalente a

TXcTX/.

Invertendo os papeis de 7x e 7x', obtemos a unicidade:

!

T —TX.
[

Observagao 7.13. Muitos autores comecgariam a demonstracao anterior pela unicidade. Na
demonstracao da unicidade, nao foi preciso utilizar a existéncia! Nao foi preciso saber como é a “cara”
da topologia 7¢. Optamos por considerar duas topologias quaisquer que satisfazem as condigdes impostas
e demonstrar que sao necessariamente iguais. Concluindo que se eziste uma, entao é unica. Daqui por
diante, quando possivel, comecaremos esse tipo de demonstragao pela unicidade.

A Proposigao [7.12] admite a seguinte generalizagao.
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7.2. Topologias Inicial e Final

Proposicao 7.14. Considere a familia de aplicagées fx : X — (Y, 7y, ). A topologia inicial em X dada
pela familia fy € a unica topologia Tx onde todas as fy sdo continuas, e para toda aplicac¢do

g: (ZaTZ) - (XvTX)

vale que
g € continua < YA € A, f\og é continua.

Demonstracdo. m  Unicidade.

Seja Tx uma topologia que satisfaz as condi¢oes do enunciado, e Tx’ uma topologia onde as fy sao
continuas. Considere a seguinte familia de diagramas comutativos indexada por A € A.

(X, 7x) == (X, 7x)
X lf;
(Y, 1v)

Como 7x satisfaz as condicoes da proposicao e f) ¢é continua na topologia Tx’, entao
id : (X, 7x") = (X, 7x) é continua. Ou seja,

TXcTXI.

Portanto, para uma topologia 7x’ que também satisfaz as condicoes da proposicao, se invertermos os
b b
papeis de Tx e Tx', chegaremos & igualdade.

m A topologia inicial possui as propriedades enunciadas.
Suponha que Tx seja a topologia inicial. Ou seja, a topologia gerada pela familia
F={f"U)| xe A, Uem,}.
Pela Proposicao [5.11

g é continua < g~ (F) C 14
SVAEA g (fy1(v,)) C 1z
S VA €A, fyog é continua.

A topologia final tem forma semelhante & inicial quando utilizamos diagramas comutativos.

Proposicao 7.15. Dada a aplicacio f: (X,7x) — Y, a topologia final 75 ¢ a tnica topologia, Ty que
torna f continua e € tal que para todo diagrama comutativo

(Xv TX) )
| \
(Y, 7v) —— (Z,72)
a continuidade de g é equivalente a continuidade de §.

Demonstracao. Para mostrar a unicidade, considere as topologias Ty e Ty’, e suponha que ambas possuem
as propriedades do enunciado. Entao, o diagrama

(X,TX)

1 oS

(Y, Ty) L) (Z, Tz)
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7.2. Topologias Inicial e Final

comuta, e o fato de f ser continua em ambas as topologias implica que id é um homeomorfismo. Ou seja,
/
Y =Ty -

Vamos entdo mostrar que 7y = 77/ satisfaz as condicdes da proposicio. A parte nao trivial é mostrar
que a continuidade de § implica na continuidade de g. Seja A € 7z, entao

A =(go ) (A =" (97'(A)

é aberto de X. Pela definicio de topologia final, temos que g~'(A) é aberto de 7. Ou seja, g é
continua. O

Exemplos
Exemplo 7.16. Seja (V,||-|]|]) um espago normado. Faca

f:V - R
S [

Vamos denotar por 7| a topologia da norma e por 7; a topologia inicial induzida em V' por f.
A aplicagao f é continua em 7). Portanto,

T C T
No entanto, se U € 77 e z € U, entéo y € U para todo y € V tal que ||y|| = ||=||. Portanto,
URSE

Por outro lado, as vizinhangas de 0 s@o as mesmas em ambas as topologias.
Fica demonstrado que denotar a topologia da norma por 7 foi uma escolha ruim, pois a topologia

da norma NAO ¢ a topologia inicial induzida pela norma. :-p

Exemplo 7.17. Seja (X, d) um espago métrico. Considere a familia de fungoes

fo:r X - R ,
y = d(r,y)

indexada por x € X. Neste caso, a topologia da métrica d é exatamente a topologia inicial induzida pela
familia f,.

Exemplo 7.18. Seja Cp(R) o conjunto das fungoes limitadas de R em R. Para cada = € R, temos

F,: GR — R
fo= fx)

A topologia inicial definida em Cy(R) pela familia F, (z € R) é a topologia da convergéncia ponto a
ponto, onde
fo= fevVzeR, fu(z) = f(z)

Veja a Segao [7-3}
Ainda podemos, para cada sequéncia z, € R com z,, — 0o (ou —o0), definir

F(a:n): Cb(R) - R y
f — limsup|f(z,)]

etc. Podemos sempre obter topologias mais e mais fortes. No entanto, todas elas sao mais fracas que
a topologia da norma do supremo, pois todas essas fungoes sdo continuas quando Cp(R) é munido da
norma

[flloe = sup [f(R)].

Se também considerarmos as sequéncias x,, — —oo, temos uma topologia mais forte ainda. Podemos
ainda fazer o mesmo para o liminf e obtermos topologias cada vez mais fortes. No entanto, todas essas
topologias continuam sendo mais fracas que a topologia da norma do supremo, pois todas essas fungoes
sdo continuas quando consideramos a norma do supremo em Cj(R).
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Exercicios

7.2.1. Por que a topologia inicial é definida como a mais fraca tal que a familia de fungoes f) é continua,
e nao como a mais forte?

7.2.2. Por que a topologia final é definida como a mais forte tal que a familia de funcoes fy é continua,
e nao como a mais fraca?

7.2.3. Seja fy : X — (Y, 7\) uma familia de aplicagdes. Mostre que
T=17(75, AEN)
é, de fato, a menor topologia tal que todas as fy sdo continuas.

7.2.4. Seja fy : (X, 7xn) — Y uma familia de aplicagoes. Mostre que

T:ﬂrf*

é a topologia mais forte tal que todas as f) s@o continuas.

7.2.5. Complete a demonstraciao da Proposigao [7.10]

7.2.6. Dé um exemplo de duas fungoes f1: X — (Y1,71) e fo : X — (Yo, 72) tais que
F =14 UTy,

nao é uma topologia.

7.2.7. Seja f : R — (Sl, Tgl) a aplicagao do Exemplo Mostre que

1 -
-4
n
7.2.8. Seja f : R — (Sl, TSI) a aplicacao do Exemplo Mostre que
1 5
n+——23 — 11.
n

7.2.9. Seja f: (R, 7r) — S' a aplicagdo do Exemplo Fixado z € R, para cada ¢ > 0, seja I, =
(x —e,x 4+ ¢€). Mostre que
B, ={f(I:) | e >0}

é uma base de vizinhangas de f(x) na topologia final.

7.3 Topologia Produto

Quando temos dois espacgos métricos, (4,da) e (B,dg), de que forma podemos gerar uma métrica em
AxB? Se A e B forem o conjunto dos niimeros reais com a métrica usual (euclidiana), o que poderia ser a
métrica em R?? Poderia ser a métrica euclidiana (Exemplo, ou a métrica do maximo (Exemplo,
ou entao a métrica da soma. Pelo exercicio 7?7, todas essas métricas sao topologicamente equivalentes e
possuem a seguinte propriedade

Para uma sequéncia (a,,b,) € A x B e (a,b) € A x B, temos que

(an,bp) = (a,b) & ap, — aeb, = 0.

Esta propriedade é facilmente verificada para a métrica do maximo e, pela equivaléncia topolégica, vale
para todas as trés. A topologia produto que queremos definir — lembre-se que nao temos uma métrica
— serd exatamente a topologia da “convergéncia/continuidade coordenada a coordenada”.
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Entre dois Espagos

Inspirados pelo fato de que na métrica do maximo (Exemplo [1.11]) as bolas sdo na verdade quadrados,
vamos definir o produto de dois espagos topolégicos como sendo o espago onde a base da topologia serao
os “retangulos”.

Definicao 7.19 (Topologia do Produto de dois Espagos). Sejam (X,7x) e (Y,7y) dois espagos
topoldgicos. Definimos o espago produto como sendo o espago topoldgico (X XY, 7xxy), onde Txxy
€ gerada pelos conjuntos da forma U x V, onde U € Tx eV € Ty

A topologia Tx xy € chamada de topologia produto. Por um abuso de motacdo, escrevemos Tx X Ty
para designar a topologia produto. Quando queremos ser menos ambiguos, escrevemos (X, 7x) X (Y, 7y).

As projecoes canonicas em X eY

Tx: XxY — X
(z,y) — @

Ty: XxY — Y
(x,y) = y

exercem papel fundamental no estudo das topologias produto.

Observagao 7.20. Na Definicao poderiamos ter dito que a topologia produto é gerada pelos
conjuntos da forma U xY e X x V,onde U € 7x e V € 7y. No entanto, os conjuntos da forma U x V,
além de geradores sao também uma base da topologia. Isso estd de acordo com a analogia com a métrica
do maximo, onde as bolas — que sao uma base para a topologia — sao os “quadrados.” No caso da
topologia produto, nao temos “quadrados,” temos “retangulos.”

Proposicao 7.21. Sejam (X,7x) e (Y,7y) dois espagos topoldgicos e Tx xy uma topologia qualquer no
conjunto X xY. As sequintes afirmacoes sao equivalentes.

1. A topologia Tx xy € a topologia produto. Ou seja,
TXxY =Tx X Ty.

2. Os conguntos da forma A X B, onde A € Tx e B € Ty formam uma base de Tx xy .
3. Os conguntos da forma A XY e X x B, onde A € 7x e B € Ty formam uma sub-base de Txxy.

4. A topologia Tx xy € a menor topologia em X XY tal que as projecdes candnicas sao continuas. Ou
seja, € a topologia inicial induzida pelas projecoes.

5. Toda aplicagao f: (Z,77) = (X XY, 7xxy) com dominio em um espago topoldgico Z qualquer é
continua se, e somente se, wx o f ey o f forem continuas.

Demonstracdo. m & &

Imediato da definigdo de topologia produto e da Observacao Basta notar que (X x W) N
(VxY)=VxW.

» Be®

As projegdes sdo continuas se, e somente se, para todo U € Ty e V € 7y, U x Y = n3,*(U) € Txxy
e X xV = 7T)_(1(V) € Txxy. Assim, a menor topologia em X X Y que torna as projecoes continuas é a
topologia gerada pelos conjuntos da forma U x Y e X x V, paraU € tx e V € 1y.

. <
E um caso particular da Proposicao O
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7.3. Topologia Produto

Observagao 7.22. Se para f: Z — X X Y escrevermos

entdo fp =mxofe fy=myof. Oitem da proposi¢ao diz que na topologia produto, f é continua
se, e somente se, f, e f, sdo continuas.

Observagao 7.23. Seja f : X XY — Z. O item da Proposigéopode sugerir que a continuidade
de f no ponto (a,b) € X xY seja equivalente & continuidade de f(a,-) e f(-,b). No entanto, a continuidade
dessas duas se¢oes de f é uma condigao mais fraca que a continuidade de f.

Se f(a,-) é continua em b, isso significa que se “nos aproximarmos” de (a,b) na “vertical”, o valor de f
se aproxima de f(a,b). A continuidade de f(-,b) em a corresponde & continuidade de f na “horizontal”.
No entanto, isso ndo garante nada sobre o comportamento de f quando “nos aproximamos” de (a, b) pela
“diagonal”, ou mesmo por um caminho em “espiral”. Um exemplo concreto é a aplicacio f:R? — R,

dada por
0 A

172+y2 I

Neste caso, f(0,y) = f(z,0) = 0. No entanto, f (%7 %) = %

= (07 0)
#(0,0)

~— —

Observagao 7.24. Para a topologia produto, também vale que
(TnyYn) = (T,Y) © Ty = T, Yp — Y. (7.1)

No entanto, como as sequéncias convergentes nao determinam a topologia, nao se pode afirmar que a
condicao acima determina a topologia produto.

Se ao invés de sequéncias, utilizdssemos o conceito de redes — desenvolvido no Capitulo 7?7 —, a
relagao da equagao caracterizaria totalmente a topologia. Com redes no lugar de sequéncias, f serd
continua se, e somente se, para toda rede z) — z, tivermos

fa(2a) = fa(2) e fy(2n) = fy(2)-

Produto Finito

As consideracgoes que foram feitas para o produto de dois espagos topoldgicos podem ser facilmente
estendidas para definir e caracterizar o produto de uma quantidade finita de espacos topoldgicos.

Definicao 7.25. Dada uma familia de espagos topoldgicos (X1,7x,), ..., (Xn,Tx, ), a topologia produto
é a menor topologia de X1 X --- x X,, onde as projecoes em cada coordenada,

Uy X1X"’XXn — Xj,
(@1,...,2n) =

sao continuas. O espago (topoldgico) produto (Xi,7x,) X -+ % (X1,7x,), € 0 conjunto X1 X --- x X,
dotado da topologia produto.

O leitor fica encarregado de enunciar e demonstrar uma proposicao andloga a

Produto Infinito

Se temos um espaco topoldgico (X, 7») para cada A € A, pela experiéncia com o produto de uma familia
finita de espacos topoldégicos podemos logo imaginar duas topologias que poderiamos chamar de topologia
produto. Uma delas, seria a topologia em ], ., X\ gerada pela familia dos conjuntos da forma [, Ax,
onde Ay € 7). Se estivéssemos falando de espagos métricos, seria como definir a métrica do supremo
(veja o Exemplo ?7). Esta topologia é bastante geométrica e intuitiva. No entanto, nao é esta a topologia
que chamamos de topologia produto da familia 7y (A € A). A topologia produto é um pouco mais fraca,
possui propriedades importantes (por exemplo, o Teorema e é, em geral, mais facil de se trabalhar.

Definicao 7.26. Dada uma cole¢cdo qualquer de espagos topoldgicos (X, 7)), a topologia produto € a
menor topologia de [[cp Xa onde as projecoes em cada coordenada,

T Ihea Xy = X5,
(Tx)rer = Ty

sdo continuas. O espaco (topolégico) produto [y, (Xx,7r), € 0 conjunto [[ycp X, dotado da topologia
produto.
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7.3. Topologia Produto

Desta forma, a topologia produto é a topologia mais fraca tal que as projecdes candnicas 7y sao
continuas. Novamente, o leitor fica encarregado de enunciar e demonstrar uma proposicdo andloga a

21

Proposicao 7.27. Dada uma cole¢io qualquer de espagos topoldgicos (X, Tx), seja X o espago produto

munido da topologia produto. Entdo, f:Y — X € continua se, e somente se, wyo f € continua para todo
A €A

Demonstracao. Basta aplicar a Proposigao [7.14 O

Exemplo 7.28. Considere o conjunto X = [0, 1]" e as seguintes normas

[[z]]; = sup [zy]
neN

”tz = sup |Zn.
ne

nn+1

A topologia da norma ||-||, é a topologia produto. De fato, nesta norma, a bola centrada em «a, de raio
€ >0 éigual a

H Bni1)e(an) = Be(ag) X - -+ X B(n41)e(an) X H [0, 1],
neN neN

onde N ¢é tal que (N +1)e > 1.
A topologia da norma ||-||; é mais forte que a topologia produto. Neste caso, a bola centrada em a,
de raio € > 0 é igual a

[07 1]N N H Ba(an)a

neN

que pode néo é aberto quando Bc(a,) # [0, 1] para uma quantidade infinita de indices n.
Proposicao 7.29. Sejam (X, 7x) espacos topoldgicos, e m., as projecées candnicas
Ty H X\ — X,
AEA
Entao, cada m., € uma aplicagcdo aberta.

Demonstragdo. De fato, vamos mostrar que 7, ¢ uma aplicacdo aberta quando o produto [],c, Xa é
dotado da topologia cuja base sao os conjuntos da forma

A=1] A

A€EA

onde Ay € 7). Note que esta topologia é mais forte que a topologia produto, e portanto, se 7, for uma
aplicagdo aberta nesta topologia, serd aberta na topologia produto. A imagem por 7, de A é A, que é
aberto. Como a imagem de unides é a uniao das imagens, e os abertos sdo unioes de elementos da base,
segue que 7, é uma aplicacao aberta. O

Proposicao 7.30. Sejam (X, Tx) espacos topoldgicos, X = [],cn Xa 0 espago produto e 7, as projecoes
canonicas

Tyt X — X,

Entdo, escolhendo x = (x)) € X, para cada v € A, o conjunto da forma

X(y,2) = () m (@)
AeA
AFY

€ homeomorfo a X,.
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7.3. Topologia Produto

Demonstragao. A topologia de X (v, ) é gerada pela familia
X (v, )Nyt (A),

onde A € A, e A é um aberto de X . Mas exceto quando A = -, esses conjuntos ou sao vazios, ou iguais
a X (v,z). Assim, a topologia de X (v,z) é gerada pela familia

X(y,2)nay 't (A),

onde A é um aberto de X,. Essa familia é uma topologia. Portanto, esses sdo exatamente os abertos de
X (7,z). Isso implica que a bijecao continua 7 |x (4 ¢ também uma aplicagao aberta. De fato,

T (X (v, ) N7t (A)) = A.
Ou seja, 74| x(y,z) ¢ um homeomorfismo. O

Exemplo 7.31 (Representagiao Decimal). Considere o conjunto D = {0,1,...,9} dos digitos de 0 a 9.
O espaco X = D" pode ser utilizado para representar nimeros reais no intervalo [0,1]. Enxergamos
um elemento (ag,a1,...) € X como sendo o ndmero real cuja representagdo decimal é 0,aparas---.
Formalmente, a representagao é feita pela funcao

I X — [0,1]
(@n)nen ZneNanlo_n_l

Note, no entanto, que a aplicacdo f ndo é uma bijecdo. Apesar de f ser sobrejetiva, existem nimeros
que possuem duas representagoes distintas. Por exemplo,

0,100000---=0,099999 - - - .

Na topologia produto, uma sequéncia a”™ = (a?)jeN converge para a = (a;);en, quando para todo
J €N, a} — a;. No entanto, como D ¢ discreto, isso significa que a partir de um certo N = Ny,

n>N= a;-’ = aj.
Em outras palavras, para todo J, existe N tal que
n>N=Vj<J aj =a;.

Assim, na topologia produto, a™ converge para a quando para todo J, a partir de um certo n, os J
primeiros termos de a™ coincidem com os J primeiros termos de a. Em particular, a aplicacao f é
continua, pois se a, € DY converge para a € DY, entdo, para todo M, existe N tal que os primeiros M
termos de a,, coincidem com os de a, para todo n > N. E isso implica que f(ay,) — f(a).

E comum utilizarmos o espago {0, 1}N, ao invés de DN. Neste caso, trabalhamos com a representacdo
bindria dos elementos de [0, 1].

Exemplo 7.32 (Espago de Fungoes: convergéncia pontual). Sejam X um conjunto qualquer, e Y um
espago topoldgico. Podemos identificar as fungoes f : X — Y com os elementos do conjunto

YyX = HYw,

zeX

onde Y, é uma cépia do espaco Y. Se dotarmos Y¥ da topologia produto, temos uma nocio de
convergéncia no espago das fungdes de X em Y. Nesta topologia, uma vizinhanga V de f: X — Y
sdo as fungbes ¢g: X — Y que para um certo ndmero finito de pontos (coordenadas) z1,...,z, € X,
g(z;) e f(z;) diferem “pouco”. Para que g pertenca a esta vizinhanga V', ndo faz diferenca que valores
g assume em pontos diferentes de x1,...,x,. Para ser preciso, uma vizinhanga V é um conjunto que
contém 7, 1 (Uy)N---N7, 1 (Uy,) para determinados 1, ..., &, e determinadas vizinhancas U; € V (()x;).

Pela Proposicao [5.17) uma sequéncia f, : X — Y converge para f:X — Y mnesta topologia,
exatamente quando, para todo = € X, f,(x) — f(x). Por isso, esta topologia no espago das fungdes de
X a'Y é chamada de topologia da convergéncia pontual, ou topologia da convergéncia ponto a ponto.
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Exercicios

7.3.1. Seja f: X — Y uma aplicacao qualquer entre os espagos topolégicos X e Y. O grafico de f é o
conjunto

Gr(f)={(z,f(z)) e X xY | z € X}.

Mostre que quando f é continua e Y é um espago métrico, o seu grafico é um subconjunto fechado de
X xY. (Veja também a definicao de espaco de Hausdorff: [9.29)

7.3.2. Encontre uma funcao continua f : X — Y cujo grafico nao seja um subconjunto fechado de X x Y.

7.3.3. Mostre que o conjunto

H = {(x,y) € R?

1
é fechado em R2.

7.3.4. Mostre que, apesar de
i ={wy) e w

1

ser um conjunto fechado pelo exercicio a projegdo de H na primeira (e também na segunda)
coordenada nao é um conjunto fechado.

7.3.5. Explique o que representa o conjunto X (v, x) na Proposi¢ao

7.3.6. Explique porque, na demonstragao da Proposicao X(v,z)N 7'(';1(14) ou é vazio ou é X (v, x)
quando A # 7.

7.3.7. Por que no Exemplo pudemos afirmar que f: X — [0, 1] é continua baseado apenas no fato
de
Tn = 2= f(z,) = f(x)?

7.3.8. Seja (X, 7a) (A € A) uma familia de espagos topoldgicos e I' C A um subconjunto de indices.
Vamos denotar por

Xy = HX,\ e Xr= HX,\.
AEA xel

Mostre que a aplicagao
Iy : Xa — X
(a)ren = (Za)aer

é continua e aberta.

7.3.9. No mesmo contexto do Exercicio suponha que ' é uma particao de A. Mostre que a aplicacio

f: XA — HFGfXF
v = (IIr(®))pep

é um homeomorfismo.

7.4 Topologia Quociente

Quando temos um conjunto qualquer X, é comum querermos identificar uma classe de pontos de X
como se fossem um sé. Por exemplo, o circulo pode ser visto como o intervalo [0, 1] com os pontos 0 e 1
identificados. A ideia é particionar X em classes de equivaléncia. O intervalo [0, 1] com os pontos 0 e 1
identificados corresponde a particao

{0,133 U {{z} | 2 € (0,1}

O circulo também pode ser visto como R com os pontos = e y identificados sempre que = — y € Z. Neste
caso, R é particionado pela familia
{x+Z] z e R},

onde z+Z={x+z2| z € Z}.
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7.4. Topologia Quociente

Ou seja, tomamos uma familia X de subconjuntos A C X disjuntos, tais que
x=J A
AeX

Existe uma projecao natural
m: X
T

SNl

_>
H

onde [z] é o tnico elemento A € X tal que £ € A. Assim, podemos colocar em X a topologia final
induzida por 7.

Relacao de Equivaléncia

Estamos preocupados em “particionar” um conjunto X e pensar no conjunto X formado pelos elementos
da particao escolhida. Uma maneira muito comum de se escolher uma particao de X é através de
uma relagdo de equivaléncia. Nao vamos entrar em detalhes quanto as propriedades das relagoes de
equivaléncia, mas de fato, definir uma relagao de equivaléncia no conjunto X equivale a particiona-lo.

Definicao 7.33. Uma relacdo ~ em um conjunto X € simplesmente um subconjunto de X?. Usualmente
escrevemos
a~b

ao invés de dizer que (a,b) pertence o rela¢do ~.

Definicao 7.34. Uma relagdo (bindria) ~ definida em um conjunto X é uma relagdo de equivaléncia se
satisfizer, para todo a,b,c € X,

1. a~a.
2.a~b=b~a.
3. a~beb~c=an~c.

Definir uma relagao de equivaléncia em X é equivalente a particiona-lo, pois dada uma relagao de
equivaléncia podemos particionar X em classes de equivaléncia, ou seja, nos conjuntos

[a] ={x e X | z~a}.
Do mesmo modo, dada uma particdo Ay de X, podemos definir a relacao de equivaléncia
a~b<s JA, tal que a,b € Ay.

Notagao. Dada uma relagio de equivaléncia ~ em X, denotamos por X/~ o conjunto das classes de
equivaléncia de ~. A projecdo natural de X em X/~ ¢ a aplica¢do dada por

T X — X/~.
x = [z

Ao identificarmos, por exemplo, os pontos 0 e 1 do intervalo [0, 1] para formar o circulo, chamando
esse ponto identificado de p, a topologia que esperamos deve ser tal que, uma sequéncia converge para
o ponto p sempre que se aproximar do conjunto {0,1}. Dessa forma, uma sequéncia que se aproxima
de p = {0,1} é uma sequéncia que se aproxima de 0, ou de 1, ou que “oscila” entre esses dois pontos.
O que queremos, é que cada vizinhanca de p seja uniao de uma vizinhanca de 0 e uma vizinhanga de
1. Ou seja, queremos que a projegao candnica, m : [0,1] — (0,1) U {p} seja continua. Mas também, nao
esperamos que uma sequéncia que nem mesmo se aproxima de 0 ou de 1 seja considerada uma sequéncia
que se aproxima de p. Queremos que a topologia seja a mais forte possivel com esta propriedade.

Definicao 7.35 (Topologia Quociente). Quando X € um espago topoldgico e ~ wuma relagio de
equivaléncia definida sobre X, a topologia quociente em X/~ € a topologia final induzida pela proje¢ao
natural.

61



7.4. Topologia Quociente

Seja X um conjunto e ~ uma relagdo de equivaléncia em X. Suponha que a aplicacdo
f:X—=Y
seja tal que a ~ b= f(a) = f(b). Neste caso, podemos definir

f: X/~ = Y .
[2] = fl2)

Note que o seguinte diagrama
X

X/~——Y
!
é comutativo. Assim, pela Proposicao7.15] sabemos que a topologia quociente fara com que uma eventual
continuidade da aplicacao f seja equivalente a continuidade de f .

Construgoes com “quocientes” sao muito comuns, por exemplo, em algebra, onde quocientamos grupos
por subgrupos, anéis por ideais, espagos vetoriais por subespagos vetoriais e assim por diante. Em muitos
casos, essas estruturas algébricas sao também dotadas de topologia. Mais a diante, no Capitulo ??, por
exemplo, veremos como o estudo da topologia pode facilitar a compreensao desses espagos.

Exemplos

Exemplo 7.36 (O Circulo Unitario S'). O circulo unitério S' pode ser visto, dentre outras maneiras,
como o subconjunto dos nimeros complexos de valor absoluto 1, ou como o conjunto R/~, onde

a~b&sa—bel.

Costumamos denotar este quociente por R/Z.
Neste caso, podemos pensar, por exemplo, nas seguintes topologias em S':

1. A topologia induzida em S' quando visto como um subconjunto de C.
2. A topologia final induzida pela aplicacao
f: R — St

x — exp(2miz)

3. A topologia quociente dada pela identificagao usual entre S! e R/Z.

As topologias dos itens e sao de fato a mesma topologia. Isso porque a relagao de equivaléncia
do item é dada exatamente por
a~bs fla) = f(b),

|

R/Z—f>§1 cC

fazendo com que o diagrama

seja comutativo. Onde f ¢ justamente a bijecio que usualmente identifica R/Z e S'. As aplicacdes f e
sdo continuas respectivamente na topologia final induzida por f e na topologia final (topologia quociente)
induzida por 7. Pela caracterizagao de topologia final dada pela Proposigao [7.15] isso implica que tanto
f quanto ffl sao continuas. Ou seja, f ¢ um homeomorfismo.

Quanto & equivaléncia entre os itens e , considere S' com a topologia induzida. Sabemos que,
como f é continua (Exercicio 7 entdo f também é. Para concluir que todas as trés topologias sdo
iguais, precisamos mostrar que f~' é continua quando S' é dotado da topologia induzida. Isso ser feito
mais adiante. Serd consequéncia direta da Proposigao [0.34}
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Figura 7.1: Um toro bidimensional, além de poder ser visto como um subespaco do R3, pode também
ser identificado com o produto cartesiano S'?. O toro néo é sélido. E apenas a “casca da figura”.

Exemplo 7.37 (O Toro T™). A forma da Figura ¢ o chamado toro bidimensional: T?. Uma
generalizagdo é o toro n-dimensional: T™. O circulo é o toro unidimensional.

O toro n-dimensional pode ser definido como o espaco produto T? = S' x --- x S! de n cépias do
circulo unitario (Figura , mas também pode ser visto como o espago quociente R™/~, onde a relagéo
~ ¢é dada por

a~bsa—-beZ™.

Costumamos denotar este quociente por R™/Z™.

Assumindo que S' é munido da topologia do item do Exemplo [7.36, podemos colocar no toro a
topologia produto ou a topologia quociente. Novamente, ambas as topologias irao coincidir. Para ver
isso, basta considerar o diagrama comutativo

R™ )

R”/Z”*f)SlxmxSl

onde f é dado por

f: R"/Z" — S'x...xS!
([x1], -5 [zn]) —  (exp(2mizy),...,exp(2wizy,))

Note que f é a identificacdo usual entre R™/Z™ e T™.

Exercicios

7.4.1. Mostre que,
f+ R - C ,
x — exp(2miz)

onde exp(if) = cos(f) + isin(f), é continua nas topologias usuais de R e C.

7.4.2. Suponha que a projecdo canoénica w: X — X/~ seja uma aplicagio aberta e que
f: X/ ~— (Y,7y) é uma bijegdo. Entao,

X ;
ﬂ_l form

f é homeomorfismo se, e somente se, f o é aberta e fechada.
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7.4.3. Dé um exemplo de uma relagao de equivaléncia ~ em X tal que a projecdo canonica 7 : X — X/ ~
nao é aberta.

7.5 Topologias das Sequéncias Convergentes

Esta segdo pode (e deve!) ser omitida. E apenas uma divagagao sobre convergéncia de sequéncias. Ao
fazer analogia com os espacos métricos, o estudante frequentemente se pergunta porque é que nem sempre
se pode usar sequéncias para determinar as propriedades topolégicas de um espaco.

Se temos um conjunto X e uma topologia 7x sobre X, sabemos exatamente quais sdo e quais nao sao
as sequéncias convergentes. No entanto, conhecer as sequéncias convergentes nao garante que conhegamos
a topologia. De fato, duas topologias distintas podem ter exatamente as mesmas sequéncias convergentes,
convergindo para os mesmos limites.

Exemplo 7.38 (Topologia Coenumerdvel). Seja X um conjunto ndo enumerével, e
T = P(X)

As sequéncias convergentes em 7 sdo aquelas que a partir de um certo indice se tornam constantes. Ou
seja, as sequéncias constantes a menos de um numero finito de termos.
Considere agora 7, dada por

7o ={0}U{A C X | A°é enumerdvel}.

Fica como exercicio mostrar que 72 é de fato uma topologia. Evidentemente que as sequéncias constantes
a menos de um numero finito de termos convergem nesta e em qualquer outra topologia. Considere entao
a sequéncia x1, To,---. Suponha que

Ty 25 .

O conjunto

V=A{x,| z, #1}°

é vizinhanca aberta de x em 75. A convergéncia de x,, implica que para um certo NV,
n>N=ux,cV.

Mas x,, s6 estd em V se x, = x. Ou seja, x, é constante a menos, possivelmente, de x1,--- ,TN.
Pergunta: porque sabemos que 7 # 127

Dado um espago topoldgico (X, 7x), podemos indagar se existe uma topologia 7,,, que é a menor onde
as sequéncias convergentes sao as mesmas que de 7x. Também podemos nos perguntar se nao existe a
maior topologia Tp; com esta mesma propriedade. Se existir, 7,, serd a intersecao da familia de todas as
topologias 7y (A € A) tais que para todo = € X,

TX TX
Ty — TS T, — T.

Vamos definir 7,,, como sendo

Tm — ﬂ’l’)\.

Evidentemente que como 7, C Tx, entao toda vizinhanga de x em 7, também é uma vizinhanca em 7x.
Portanto,
TX Tm
Ty — T = Ty —> T.

No entanto, a implicagao contraria pode nao ser verdadeira. Ou seja, é possivel que, para a topologia 7,,,
nao tenhamos
Tp 2 T = T, 2

Para um exemplo, veja:

http: //math.stackexchange . con/questions/395980/topology-for-convergent-sequences] Para compreender o exemplo é necessario
conhecer um conceito mais avancado chamado “ultrafiltro”. Para nossos propdésitos, basta dizer que
o exemplo se trata de uma familia de topologias 73 no conjunto N U {oo} tais que z, 2 x equivale a
existéncia de N tal que

n>N =z, = .
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No entanto, em 7 = (73, Zp, T 00 equivale & existéncia de N tal que
m>n>N = X, # T, OU Ty, = Ty = 00.

Ou seja, ,, — co sempre que z, “sai” de qualquer subconjunto finito de N.
Por outro lado, vamos definir a topologia

TMZ{VCX‘ an—X>x€V:>EIN,Vn2N,xn€V}.

E evidente que Tp; é uma topologia e é mais forte que 7x. O leitor é convidado a demonstrar essa
afirmacao.
Como T7x C Ta, sabemos que
T, 2=z, =51

Por outro lado, pela definicao de 77, sabemos que
Ty 25 x = 2, 25 1 (7.2)

Ou seja, sempre existe a topologia mais forte determinada pela familia de sequéncias convergentes de
uma toplogia 7x dada. Em outras palavras, denotando por F a familia de topologias

F = {T)\ | A€ A},
temos que Ty; = \/ F é tal que Tj; € F, mas pode ocorrer que 7, = / F ndo pertenga a F.
Exercicios
7.5.1. Mostre que a topologia coenumerdvel (T2 no Exemplo [7.38]) é de fato uma topologia.

7.5.2. Por que sabemos que 71 # T2 no Exemplo [7-38)

7.5.3. Demonstre a implicagao da Equagao [7-:2] na pdgina
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Capitulo 8

Conexidade

Ao final da segdo [7.1] discutimos a construgao de um espago topolégico formado pela unido disjunta
de dois outros espacos. Os espacos conexos sao espagos que ndo podem ser obtidos desta maneira. A
conexidade é uma propriedade preservada pelas aplicagoes continuas (Teorema [8.10), e a forma mais
simples deste fenomeno é o conhecido Teorema do Valor Intermedidrio (Corolério

8.1 Definicao e Exemplos

Definicao 8.1 (Conexidade). Um espaco topoldgico X € conexo quando nao puder ser escrito como
unido disjunta nao trivial de abertos. Ou seja, se

X = UAA,

AEA

onde todos os Ay sdo abertos, ndo-vazios e disjuntos, entao #A < 1.
Um subconjunto de um espago topoldgico é conexo quando for conexro na topologia induzida. Um
subconjunto que nao € conero é desconexo.

Exemplo 8.2. Um intervalo I C R é um conjunto que satisfaz
abel,a<zx<b=zxzel

Se Y C R nao é um intervalo, entao nao é conexo. De fato, tome a,b €Y ex € Y com a < x < b. Entao
Y= N(—o00,z))U (Y N(x,0)), e portanto, ¥ é desconexo.

Em um espago conexo X, um argumento padrao consiste em mostrar que os pontos z € X que
satisfazem determinada propriedade P(z) formam um aberto, e os pontos que nado satisfazem P(x)
também formam um aberto. Como o espago nao é unido disjunta nao-trivial de abertos, ou teremos que
todos os pontos satisfazem P(x), ou que nenhum ponto satisfaz P(x).

Exemplo 8.3. Seja A C R™ um aberto conexo. Entao, dois pontos quaisquer de A podem ser ligados
por um “caminho continuo” em A. Ou seja, dados a,b € A, existe f : [0,1] — A continua, com f(0) =ae
f(1) = b. Vamos apenas esbogar a demonstragao. Os pormenores da demonstragao ficam como exercicio.

Seja C' o conjunto dos pontos que podem ser ligados a a. Entao, C' é aberto. De fato, se ¢ € C,
tomando £ > 0 tal que B:(c) C A, temos que todos os pontos b € B.(c) podem ser ligados a ¢ por um
“caminho retilineo”. Assim, “concatenando” o caminho de a até ¢ com o caminho de ¢ até b, temos um
caminho de a até b. Portanto, B:(c) C C. Ou seja, C' é aberto.

Por outro lado, se ¢ ¢ C, tomando novamente £ > 0 tal que B:(¢) C A, temos que nenhum ponto de
B.(c) pode ser ligado a a (por qué?). Ou seja, AN C* é aberto. Como a € C, C é nao-vazio. Assim,
podemos concluir pela conexidade de A que C = A.

Exemplo 8.4. Mais adiante (Proposigao , mostraremos que os intervalos sao conexos na topologia
usual de R.
Para t € [0, 1], considere uma familia de curvas

O[tlgl — C*.

66



8.1. Definicao e Exemplos

Seja N : [0,1] — Z o “ntimero total de voltas” que a curva «; faz em torno da origem. Imagine que de
alguma forma saibamos que N (t) é continua. Entdo, o “nimero total de voltas” é o mesmo para todas
as curvas az. De fato, o intervalo [0, 1] pode ser escrito como

0,1 = |J N"(n).

ne”Z
Como Z é discreto, todo subconjunto de Z é aberto. Assim, pela continuidade de N(t), os conjuntos
N~1(n) sdo todos abertos (e disjuntos). Pela conexidade do intervalo [0, 1], existe ng € Z tal que

[0,1] = N~(ng).

Exemplo 8.5. Nenhum subconjunto de Q com mais de um elemento é conexo (na topologia induzida da
topologia usual de R). De fato, seja S C Q, com a,b € S distintos. Escolha ¢ € R\ Q entre a e b. Entao,

S=(5SN(—00,¢))U(SN(c,0)).

Note que esse exemplo é um caso particular do Exemplo O que de fato fizemos, foi mostrar que
S nao é um intervalo, escolhendo ¢ € S entre a e b. Por ter essa propriedade, de que todos os conjuntos
com mais de um elemento sao desconexos, dizemos que Q é totalmente desconezxo.

Como de costume, vamos ver maneiras diferentes para dizer se um conjunto é ou nao conexo. Note
que em um espaco topolégico X, os conjuntos ) e X sao abertos e fechados ao mesmo tempo. Diremos
que um conjunto F' C X é aberto e fechado nao-trivial quando for diferente de () ¢ X.

Proposicao 8.6. Seja (X, 7x) um espaco topoldgico. Entao, sio equivalentes:
1. X ¢ conexo.
2. Nao existem U,V € Tx nao-vazios e disjuntos tais que X =U U V.

8. Nao existe A C X aberto e fechado nao trivial. Ou seja, os Unicos subconjuntos de X que sdo abertos
e fechados ao mesmo tempo sio ) e o préprio X.

SeY C X, entdo sdo equivalentes:

a. Y é conexo.

b. Se U,V € 7x sdo tais que YNUNV =0 eY CUUV, entio ouY CU, ouY C V.
c. Nao existem um aberto A e um fechado F tais que

PDCANY =FNY CY.

Demonstragao. m & .

E evidente que se X for conexo, nao podem existir U e V' como os do item ii Por outro lado, se X
nao for conexo, existe uma familia de abertos Ay (A € A), com #A > 1, ndo-vazios disjuntos, tais que

X:UAX

AEA

Agora é s6 separar A em duas partes nao triviais A e Ao, e fazer

UZUA,\ [§] VZUA,\.

AEA, AEA2

s @)= @.

Basta fazer A = U para obter um conjunto aberto e fechado a partir do item . Ou entao, fazer
U= AeV = A° para obter os conjuntos do item a partir de um aberto e fechado A.

n (e @ =@

E s6 usar o fato de que um aberto (um fechado) de Y na topologia induzida é da forma ANY, onde
A é um aberto (um fechado) de X. O
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8.2. Conexidade e Continuidade

Coroldrio 8.7. Um espago topoldgico X € desconezo se, e somente se, todo x € X for tal que exista um
conjunto F' C X aberto e fechado, com x € F.

Demonstragao. E evidente que se existe um tal F, entdao X nao é conexo. Por outro lado, se X §é
desconexo, entao existe um aberto e fechado nao trivial A. Se z € A, entdo basta tomar F' = A. Se
x ¢ A, entdo basta tomar F' = A°. O

Exemplo 8.8. Seja S C Q, com a,b € S distintos. Vamos mostrar novamente (veja o Exemplo [8.5) que
S nao é conexo. Tome ¢ € R\ Q entre a e b. Entao,

A=(c,00) e F =]lc,00)
satisfazem
0CANS=FNSCS.
Contrariando o item da Proposicao
Como j4 é esperado, vamos mostrar que os subconjuntos conexos de R sao exatamente os intervalos.

Proposicao 8.9. Um subconjunto de R é conexo se, se somente se, for um intervalo.

Demonstragao. No Exemplo ja& mostramos que os conjuntos conexos sao intervalos. Vamos mostrar
entao que todos os intervalos sao conexos.

Suponha entdao que D C R é um intervalo desconexo. Sejam U e V abertos como os do item (]ED da
Proposigao Escolhaa e UN D, e b e VN D. Podemos supor que a < b. Seja I, o maior intervalo
aberto tal que

acl, CU.

Para ver que tal I, existe, basta tomar a unido de todos os intervalos abertos que contém a e estao
contidos em U. Entdo, I, = (s,t), com ¢t < b. Como D é um intervalo, t € D. Além disso, pela
maximalidade de I, temos que ¢t & U. Assim,

[a,t) CUND e teVND.

Mas como V é vizinhanga de t, e ¢ estd no fecho de [a,t), temos que V N [a,t) # . Em particular,
VNUND # (). Contrariando a escolha de U e V. O

8.2 Conexidade e Continuidade

A propriedade mais importante dos conjuntos conexos é que sua imagem por aplicagbes continuas é
também conexa. J4 utilizamos este fato (de forma oculta) no Exemplo

Teorema 8.10. Seja f: X —Y wuma aplicagio continua. Se A C X € conexo, entio f(A) é um
subconjunto conexo de 'Y .

Demonstra¢do. Restringindo o dominio e o contra-dominio de f, podemos assumir que A = X, e que
f(A) =Y. Se Y nao é conexo, entao existe F' C Y nao-trivial que é aberto e fechado. Pela continuidade
de f, f~Y(F) é um subconjunto de X nao-vazio que é aberto e fechado. Como f é sobrejetiva, temos que

0CfHF) S X
Portanto, X nao é conexo. O]

Uma aplicacio contfnua f: (X,7x) — (Y, 7y) é uma aplicacdo tal que f~! transporta 7y pra dentro
de 7x. Alternativamente & demonstracao anterior, poderiamos ter optado por escolher abertos como os
do item (@), ou da Proposicao e mostrar que esses abertos siao levados em abertos de X
que satisfazem as mesmas condicbes. Ao reduzir o problema para o caso em que f é uma bijecao, o
passo seguinte constituiu em mostrar que a imagem inversa de um conjunto desconexo por uma aplicagao
continua também é desconexa.

Corolario 8.11 (Teorema do Valor Intermedidrio). Seja I C R um intervalo qualquer, e f : I — R uma
aplicagdo continua. Entdo, f(I) é um intervalo.

Demonstracao. A Proposicao mostra que um subconjunto de R é conexo se, e somente se, for um
intervalo. Agora é sé aplicar o Teorema 8.10 O
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8.3. Propriedades

8.3 Propriedades

Por vezes, é importante construir um conjunto e ao mesmo tempo garantir que o conjunto construido
serd conexo. A maneira mais simples de se fazer isso, é utilizando a proposicao que segue.

Proposigao 8.12. Seja Cy uma familia de subconjuntos conexos de um espago topologico X, tal que

existe
(S ﬂ C.
Entao a uniao |JCx € um conjunto conezo.

Demonstra¢do. A forma tradicional de se demonstrar é tomando um par de abertos U e V que
“particionam” (JC), e mostrar que esses abertos “particionam” ao menos um dos C). Demonstrar
dessa forma fica como exercicio. Vamos fazer por um outro angulo. ;-)

Podemos assumir sem perda de generalidade que a unido dos C) é todo o espago X (porqué?).
Suponha, entao, que F' C X é um conjunto que é aberto e fechado com ¢ € F. Na topologia induzida em
Cl, os conjuntos Cy N F' sao abertos e fechados nao-vazios, e portanto, sao iguais a Cy. Ou seja, C C F.
O que mostra que F = X. O

Proposigao 8.13. Seja X um espago topoldgico e C C X um subconjunto conexo. FEntdo, qualquer
conjunto D C X satisfazendo -
ccbhcc

€ conexo.

Demonstracdo. Novamente, fica como exercicio para o leitor utilizar um argumento que envolva um
particionamento por abertos como o do item (]ED da Proposigao

Podemos assumir que D = X (por qué?). Seja F' um conjunto aberto e fechado nao vazio. Por ser
aberto, F' intersecta C' (veja a Segao . Mas, como C é conexo, temos que FNC = C. Ou seja,

C CF.
Mas como F' é fechado, tomando o fecho, obtemos
X=CCF
Portanto, os tinicos conjuntos que siao abertos e fechados a0 mesmo tempo siao @ e X. O

Por vezes, nos deparamos com propriedades em classes de conjuntos, que sao fechadas por unido.
Ou seja, se a familia de conjuntos C\ possui a propriedade, entdo o conjunto formado pela unido dos
C) também possui a mesma propriedade. Neste caso, podemos falar do maior conjunto que tem a tal
propriedade. No caso de conexidade em espagos topoldgicos, a Proposicao nos permite fazer isso.
Seja F, a familia de todos os subconjuntos do espago topoldgico que sejam conexos e contenham .

Entéao, pela Proposigao [8:12] o conjunto
.= c
CeF
é conexo e contém z. Evidentemente que este é o maior conexo que contém x.

Definicao 8.14 (Componente Conexa). Seja X um espago topoldgico, e x € X um ponto qualquer de
X. Entdo, a componente conexa de x € o maior conexo de X que contém o ponto x.

Proposigao 8.15. As componentes conexas particionam um espaco topoldgico X. Em especial, a relacdo
“r e y estao na mesma componente conexa’ € uma relacao de equivaléncia.

Demonstracdo. Para um elemento qualquer x € X, vamos denotar por C, a componente conexa de z. K
evidente que X = J, y C;. Precisamos mostrar apenas que

yeCy=Cp=C,

Mas isso € evidente, ja que
y € Cy = C, U, é conexo.
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8.3. Propriedades

Proposicao 8.16. Em um espaco topologico X, a componente conexa de um ponto x € X qualquer é
fechada.

Demonstragao. E imediato da Proposicao e da maximalidade da componente conexa. O

As componentes conexas de um aberto A C R™ sdo abertas, mas isso nem sempre acontece em outros
espacos topoldgicos. Os Exemplos e mostram que as componentes conexas de Q sdo conjuntos
unitdrios, que nao sao abertos na toplogia induzida de R em Q.

Exemplo 8.17. Seja A C R um aberto, e C C A uma componente conexa de A. Vamos verificar que C
é aberto. Para tanto, note que dado a € C, existe um intervalo (conexo) aberto V', com a € V C A. Pela
maximalidade de C, temos que V C C. Ou seja, C' é vizinhanga de todos os seus pontos.

Se, em uma familia de espagos topoldgicos um deles nao é conexo, é facil ver que o produto desses
espagos também nao é conexo. E se todos forem conexos, serd que ainda assim o produto pode ser
desconexo?

Proposicao 8.18. O produto X de uma familia Xy (A € A) de espacos topoldgicos nao vazios é conexo
se, e somente se, todos os espagos Xy forem conexos.

Demonstragdo. Se o produto é conexo, entdo X, = m(X) é a imagem de um conexo por uma aplicagio
continua. Portanto, pelo Teorema cada X é conexo.
Suponha que todos os X s@o conexos. Tome = = (z)) € X. Pela Proposicao [7.30} para cada vy € A,
os conjuntos
X(’Y? x) = ﬂ 7T;1(£L'/\)

AEA
AFEY

sao homeomorfos a X, e portanto, sao conexos. Note que todos eles contém o elemento z. Pela
Proposi¢ao B:12] a unido
X(z)=J X(v,2)

YEA

é conexa. Note que X(z) é o conjunto de todos os elementos de X que diferem de z em no miximo uma
entrada.

Seja u € X um elemento qualquer. Denote por C, a componente conexa de u. Vamos mostrar que
C, é denso em X. O argumento anterior, mostra que se x € C,, entdao X (z) C C,. Por indugio, todos
os elementos que diferem de v em apenas um ntmero finito de entradas pertencem a u.

Tome um aberto A C X da forma

A=(7(4)).
j=1

Esses abertos formam uma base da topologia produto. Seja a = (ax) tal que ay € A; para
A€ {M,..., ), eay = uy para A € {N\,...,\;}. Entdo, a € A, e a € X(u) C C,. E portanto,
C,, é denso em X. Como C, é fechado, C,, = X. O
Exercicios

8.3.1. Explique o que é a “maximalidade” das componentes conexas mencionadas na demonstragao da

Proposi¢ao e no Exemplo
8.3.2. Explique melhor a demonstragao da Proposigao [8.16}

8.3.3. Mostre que se C' é um subconjunto conexo de um espago topolégico X, e se F' C X é um conjunto
aberto e fechado que intersecta C', entao, C' C F.

8.3.4. Mostre que um conjunto que é aberto e fechado em um espaco topolégico X é uniao de componentes
conexas.

8.3.5. Utilize o Exercicio |8.3.4] para concluir que as componentes conexas de um espaco topoldgico sao
conjuntos abertos e fechados.

8.3.6. Mostre que as componentes conexas de um aberto A de [0, 1] s@o intervalos abertos em [0, 1].
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8.4. Conexidade por Caminhos

8.3.7. Mostre que as componentes conexas de um aberto A de R™ sdo conjuntos abertos.
8.3.8. Na Proposicao [8.12] porque podemos assumir que X é a uniao de todos os C)?
8.3.9. Na Proposicao [8.12] por que fazemos a seguinte afirmacao?

Na topologia induzida em C), C\ N F' é fechado e aberto.
Nao poderiamos simplesmente ter afirmado que C\ N F' é fechado e aberto?

8.3.10. Na Proposigao [B:13] porque podemos assumir que X = D?

8.4 Conexidade por Caminhos

Os espagos como os do Exemplo[8.3] onde todos os pontos podem ser ligados por um “caminho continuo”,
sao os espacos conexos por caminhos. Vamos definir formalmente e verificar algumas propriedades
interessantes dos espagos conexos por caminhos. Em especial, vamos ver que a conexidade por caminhos
é uma propriedade mais forte que a conexidade. Ou seja, todos os espacos conexos por caminhos sao
conexos.

Definicao 8.19 (Caminho). Seja X um espago topoldgico. Um caminho em X € uma aplicag¢do continua
f:0,1] = X.
Dados a,b € X, um caminho ligando a a b € um caminho em X tal que f(0) =a e f(1) =b.

Observagao 8.20. Uma aplicacao continua f : I — X, onde I é um intervalo fechado e limitado de R
pode ser facilmente transformada em um caminho (com dominio [0,1]). Por isso, de agora em diante,
vamos usar um certo abuso de linguagem e, neste caso, também vamos dizer que f é um caminho em X.

Proposicao 8.21. Sejam f e g caminhos em uwm espaco topologico X ligando os pontos a,b € X e
b,c € X respectivamente. Entao, a aplica¢do

f(2t) , 0
(7)) = {
g(2t—1) 3%
€ um caminho em X ligando a e c.

Demonstracdo. A parte mais dificil é mostrar que f*g é continua no ponto % Seja V C X uma vizinhanca
de b= (f*g) (%) Entéo,

(Fx9)' (V) =51 (V)U5 (1+g71(V))
5 5 (@1 U5 1+ [0,8)
(o B+1
N <2’ 2>
Portanto, f * g é continua em 3. 0O

A Proposicao [8.21] mostra que a relagdo de “existir um caminho ligando x a y é transitiva. Como
é evidentemente simétrica e reflexiva, é uma relagdo de equivaléncia. Cada classe de equivaléncia dessa
relagao serd uma componente conexa por caminhos.

Definigao 8.22 (Conexidade por Caminhos). Um espago topoldgico X € conexo por caminhos quando
para quaisquer dois pontos x,y € X, existir um caminho ligando x a y. Dado xr € X, a componente
conexa por caminhos de x € o conjunto de todos os pontos y € X tais que existe um caminho ligando x
avy.

Um subconjunto de um espago topolégico é conexo por caminhos quando o for na topologia induzida.

Proposicao 8.23. Em um espaco topologico X, se um conjunto Y C X é conexo por caminhos, entao é
conexo.

71



8.4. Conexidade por Caminhos

Demonstra¢ao. Tome a € Y. Entao,

Y = U rqo.1).
f: caminho em Y

f(0)=a

Os conjuntos f([0,1]) sdo conexos por serem imagem do conexo [0, 1] pela aplicagdo continua f. Assim,
esta ¢ uma unido de conjuntos conexos que possuem a como ponto em comum. Pela Proposigao 812 Y
é conexo. O

Sabemos que um conjunto conexo por caminhos é conexo. Vejamos um exemplo de um espago conexo
que nao é conexo por caminhos.

Exemplo 8.24 (Espaco Pente). Seja K = {% ’ n=12.. } Considere os subconjuntos de R?
P ={0} x(0,1] e P> =((0,1] x {0}) U (K x[0,1]).

O espaco pente é o conjunto P = P; U P, com a topologia induzida de R2. Veja a Figura E facil ver
que P é conexo. De fato, como P5 é conexo e

P2CPC?27

P é conexo pela Proposigao No entanto, P nao é conexo por caminhos. A demonstragao sera feita
no Exercicio 8:4.10] e também no Exemplo ?7.

Figura 8.1: Um espago topoldgico que é conexo, mas que nao é conexo por caminhos.

Uma variacao mais simples do espaco pente, é o conjunto
P ={(0,1)}U P,.

Assim como P, P’ também é conexo. Suponha que f :[0,1] — P’ seja um caminho em P’, partindo de
p = (0,1). Evidentemente que F = f~!(p) é um fechado de [0,1]. Vamos mostrar que F também é
aberto, para concluirmos que f é um caminho constante. Ou seja, que p nao pode ser ligado a nenhum
outro ponto de P, por um caminho em P’. Tome a € F. Seja B, a bola de raio % com centro em p.
Como f~'(B,) é um aberto que contém a, existe um intervalo fechado I C f~1(B,) que é vizinhanga
de a. Entdo, f|; é um caminho em B, N P’. Mas todos os caminhos em B, N P’ que passam em p sdo

constantes, pois a componente conexa de p em B, N P’ é {p}. Como a € F ¢ arbitrério, F' ¢é aberto.

Exercicios

8.4.1. Dé um exemplo de um espacgo topolégico X, com um conexo por caminhos C' C X, e um conjunto
D C X que nao é conexo por caminhos, mas que seja tal que

CcDcC.

8.4.2. Dé um exemplo de um espaco topolégico X que nao é conexo por caminhos, mas que contém um
conjunto denso C' C X tal que C' é conexo por caminhos.
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8.5. Conexidade Local

8.4.3. Mostre que a componente conexa de B, N P’ do Exemplo que contém p é {p}.

8.4.4. Mostre que a componente conexa por caminhos que contém um ponto a é o maior conjunto conexo
por caminhos que contém a.

8.4.5. Por que na demonstracao da Proposigao a continuidade de (f * ¢g) em pontos distintos de %
é evidente? Seja, por exemplo, 0 <t < % Entéo, se V é uma vizinhanca de (f x g)(t) = f(2t),

(fr9) (V)5 577 (V)

é vizinhancga de t pela continuidade de f de da aplicag@o t — 2¢. Pode-se fazer o mesmo para t > %
8.4.6. Por que o argumento da Proposigao de fato demonstra que (f * g) é continua em %?

8.4.7. Por qué a componente conexa de p em B, N P’ é {p}?

8.4.8. Seja f : [0,1] — P um caminho no espago pente do Exemplo Mostre que f~1(P,) é aberto.
8.4.9. Seja f : [0,1] — P um caminho no espago pente do Exemplo Mostre que f~1(P;) é aberto.

8.4.10. Mostre que o pente P do Exemplo nao é conexo por caminhos.

8.5 Conexidade Local

As componentes conexas de um espago topolégico sao sempre fechadas, mas nem sempre sao abertas.
Por exemplo, @, com a topologia usual (induzida de R), é tal que suas componentes conexas sao 0s
subconjuntos unitarios. No entanto, os conjuntos unitarios de Q nao sao abertos, haja visto que todo
aberto de R contém infinitos racionais. Uma propriedade que garante, por exemplo, que as componentes
conexas sao abertas, é a conexidade local.

Definicao 8.25 (Conexidade Local). Um espago topoldgico é localmente conexo quando todo ponto possui
uma base de vizinhancas conexas. Se possuir uma base de vizinhancgas conexas por caminhos, dizemos
que o espacgo ¢ localmente conexo por caminhos.

E evidente que um espaco localmente conexo por caminhos é localmente conexo. No Exemplo
8.17] mostramos que as componentes conexas de um aberto de R sdo sempre abertas. A esséncia da
demonstracao esta no fato de R, e consequentemente os abertos de R serem espagos localmente conexos.
Da mesma forma, o Exemplo mostra que as componentes conexas de um aberto de R sao conexas por
caminhos. Novamente, a esséncia da demonstragao se encontra no fato de R ser localmente conexo por
caminhos.

Proposicao 8.26. Seja A um aberto conexo de um espaco topoldgico localmente conexo por caminhos
X. Entao, A € conexo por caminhos.

Demonstragao. O espago A, com a topologia induzida, também é localmente conexo por caminhos (por
qué?). Portanto, podemos assumir sem perda de generalidade que A = X.

Seja C' uma componente conexa por caminhos de A. Como A é localmente conexo por caminhos, C'
é aberto. Ou seja, A é a unido disjunta de suas componentes conexas por caminhos, que s&o conjuntos
abertos. Portanto, pela conexidade de A, s6 pode existir uma componente conexa por caminhos. O

O espago pente do Exemplo é um exemplo de um espaco conexo que nao € localmente conexo.
Note que se acrescentarmos o ponto (0,0) ao espaco pente do exemplo, teremos um espago que é conexo
por caminhos mas que nao ¢é localmente conexo por caminhos.
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Exercicios

8.5.1. Mostre que todas as componentes conexas de um espago localmente conexo sao abertas.

8.5.2. Mostre que em um espago topoldgico, as componentes conexas serem abertas equivale a dizer que
todo ponto possui uma vizinhanga conexa.

8.5.3. Mostre que em um espago topoldgico localmente conexo por caminhos, as componentes conexas
por caminhos sao abertas e fechadas.

8.5.4. Mostre que em um espago topoldgico X localmente conexo por caminhos, as componentes conexas
sao exatamente iguais as componentes conexas por caminhos.

8.5.5. A demonstracao da Proposicao [8:26] poderia ter sido feita de um modo um pouco mais “pedestre”.
Poderiamos ter tomado a € A, mostrado que sua componente conexa por caminhos C' é aberta, e depois
ter tomado b € C¢, e mostrado que existe uma vizinhanga V' de b, tal que b € V' C C*. Para concluirmos
que C° é um aberto. Faca esta demonstragao mais detalhadamente e compare com a demonstragao da
Proposicao [8.26

8.5.6. Considere o conjunto P, do Exemplo Mostre que P, é conexo, conexo por caminhos, mas
nao é localmente conexo por caminhos. E P, é localmente conexo por caminhos?

8.5.7. Na demonstragao da Proposi¢ao [8:26] por que podemos afirmar que A é localmente conexo por
caminhos?
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Capitulo 9

Compacidade

No Capitulo [§] vimos que conexidade é uma propriedade preservada pelas aplica¢oes continuas. Assim
sabemos, por exemplo, que a imagem de um intervalo por uma aplicagao continua f : R — R é também
um intervalo. Neste capitulo, vamos estudar compacidade, uma propriedade que também é preservada

por aplicacoes continuas.

9.1 Definicao e Exemplos

Antes de mais nada, precisamos definir o conceito de cobertura e subcobertura.

Definicao 9.1 (Cobertura). Em um espago topoldgico (X, Tx), dado um conjunto A C X, uma cobertura
(de abertos) de A é uma familia U C Tx, tal que

Ac Ju

Ueu

Uma subcobertura de U é uma subfamilia V C U que também é uma cobertura de A. Também dizemos
que U cobre A.

Muitas vezes, utilizamos a expressdo cobertura de A para designarmos uma familia qualquer de
subconjuntos de X cuja uniao contenha A. Neste livro, utilizaremos o adjetivo aberta ou a locugao
de abertos apenas quando nao for claro pelo contexto se a cobertura é formada por conjuntos abertos ou
nao. Para uma cobertura que nao é formada necessariamente por abertos, diremos “wma cobertura nao
necessariamente aberta”.

Definicao 9.2 (Compacidade). Seja X um espago topoldgico. Dizemos que K C X é compacto, quando
toda cobertura aberta de K admitir uma subcobertura finita. Se X for compacto, entdo dizemos que X ¢é
um espaco topoldgico compacto.

Note que K C X serd compacto se for um espaco topoldgico compacto quando dotado da topologia
induzida.
Vejamos alguns exemplos. Primeiro, um exemplo de um conjunto que nao é compacto.

Exemplo 9.3 (O intervalo (0,1)). Considere a cobertura de (0,1) dada por

o { (1) 212}

E evidente que tal cobertura nao possui subcobertura finita. Portanto, o espago (0, 1), com sua topologia
usual, nao é compacto.

Exemplo 9.4 (Conjunto Finito). Seja X um conjunto finito. Entao, X serd compacto em qualquer
topologia. De fato, todas as coberturas serdo finitas. A imagem de X por uma aplicacdo qualquer
f X — Y serd sempre finita.

A compacidade é uma propriedade que de certa forma generaliza o Exemplo
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9.2. Propriedades Elementares

Exemplo 9.5 (Topologia Discreta). Na topologia discreta, os tinicos compactos sdo os conjuntos finitos.
Isso porque qualquer conjunto A é escrito como

A= U {z}.
z€A
E a cobertura {{z} | © € A} nao possui subcobertura.
Exemplo 9.6 (Topologia Cadtica). Seja X um espago topoldgico com a topologia 7x = {0, X }. Entao,

qualquer subconjunto de X é compacto. De fato, basta que 7x seja uma familia finita para que o
argumento funcione.

Exemplo 9.7 (Conjunto Ilimitado). Seja X um espago métrico. Se X é ilimitado, entdo X nao é
compacto. De fato, dado a € X,

X = Bula)
neN
é uma cobertura sem subcobertura finita. Assim, todo subconjunto compacto de um espago métrico é
limitado. Em particular, R™ — ou qualquer subconjunto ilimitado de R” — nao é compacto na topologia
usual.

Exercicios
9.1.1. Seja K um conjunto compacto e F' C K um conjunto fechado. Mostre que F' é compacto.
9.1.2. Seja K um conjunto compacto e f uma aplicagao continua. Mostre que f(K) é compacto.

9.1.3. Seja B uma base para a topologia de X. Mostre que se toda cobertura de K C X formada apenas
por elementos em B tiver subcobertura finita, entdao K é compacto.

9.1.4. Mostre que se K1,..., K, C X sao compactos, entao K = K; U---U K,, também é compacto.

9.1.5. Considere K C Y C X, onde (X,7x) é um espago topolégico. Mostre que K é compacto na
topologia 7x se, e somente se K é compacto na topologia induzida Y N 7x.

9.1.6. Mostre que um subconjunto K de um espaco topolégico X é compacto se, e somente se, K é um
espago topoldgico compacto na topologia induzida de X.

9.2 Propriedades Elementares

Vamos estabelecer algumas propriedades elementares e algumas caracterizagoes de compacidade. A mais
importante dessas propriedades é o fato de a imagem de um compacto por uma aplicagao continua
também ser um conjunto compacto. A mais simples é o fato de todo fechado dentro de um compacto ser
compacto.

Proposicao 9.8. Se K C X € compacto e F C K € fechado, entdo F' € compacto.

Demonstrag¢ao. Seja U uma cobertura de F. Entao, V = U U {F°} é uma cobertura de K. Pela
compacidade de K, existe uma subcobertura V' C V finita. Neste caso, U’ = V' \ {F°} é uma subfamilia
finita de U, e cobre F'. O

Proposigcao 9.9. Sejam X e Y espacos topoldgicos, K C X um compacto e f: X — Y uma aplicacdo
continua. Entao, f(K) é um compacto de Y.

Demonstracdo. Seja U uma cobertura aberta de f(K), entdo, f (i) é uma cobertura aberta de K. Pela
compacidade de K, existe uma subfamilia finita V C U tal que f~!(V) cobre K. Mas isso implica que V
cobre f(K). Ou seja, f(K) é compacto. O

Exemplo 9.10. Seja X, (A € A) uma familia de espagos topoldgicos néo vazios. Entao,
X =] x
AEA

com a topologia produto, s6 pode ser compacto se todos os X, forem compactos. De fato, se X é
compacto, como as projegoes canonicas 7y : X — X sdo continuas e sobrejetivas, os espagos X = my(X)
sao todos compactos. O Teorema [9.41] mais adiante, mostrard que vale a reciproca: se todos os X, forem
compactos, entao X é compacto.
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9.2. Propriedades Elementares

Para verificarmos se um espaco topolégico é ou ndo compacto, a principio, precisamos verificar que
toda cobertura por abertos possui uma subcobertura finita. No entanto, de posse de uma base da
topologia, a verificagao pode ser restrita a subcoberturas desta base.

Proposigao 9.11. Seja B uma base de um espago topoldgico X. Entdo, X é compacto se, e somente se,
toda cobertura U C B possuir subcobertura finita.

Demonstragao. E evidente que a condicao é necessaria. Vamos mostrar que é suficiente. Seja )V uma
cobertura de abertos de X. Cada aberto V' € V pode ser escrito da forma

v=J T
Uely

para uma familia Uy C B adequada. Por hipétese,

u:UuV

vey
possui uma subcobertura finita. Em particular, existem Vi,...,V,, € V tais que a familia Uy, U--- Uly,
cobre X. Ou seja, V1,...,V, é uma subcobertura finita de V. O

Vamos ao exemplo mais importante de conjunto compacto.

Exemplo 9.12 (Intervalo Fechado Limitado em R™). O conjunto I = [a,b] é compacto na topologia
usual induzida de R. Vamos usar a Proposicao [9.11} Primeiramente, note que a familia de todos os
intervalos abertos forma uma base para a topologia de I. Lembre-se que intervalos da forma [a, ¢) e (¢, ]
sao abertos na topologia de I.

Seja U uma cobertura de I formada por intervalos abertos. Seja J C I o conjunto de todos os
elementos ¢ € I tais que [a, ¢|] possui uma subcobertura finita de U. E claro quea € J.

Note que para cada V € U,

VNnJ#£bleVCJd

Mas isso implica que tanto J quanto I \ J sdo abertos. Pela conexidade de I, temos que J = I.

Em um espago com base enumeravel, podemos caracterizar compacidade em termos de sequéncias de
abertos.

Corolario 9.13. Um espaco topoldgico X com base enumerdvel € compacto se, e somente se, para toda
sequéncia crescente de abertos Ay C As C -+ tal que

o0
U A, =X,
n=1

existir N tal que Ay = X.

Demonstragao. Tal sequéncia A,, é uma cobertura de X. Se X é compacto, existe uma subcobertura
finita A,,,...,A,,. Basta tomar N = max{ni,...,n;}, para ter Ay = X.

Por outro lado, se B é uma base enumeravel, e se X nao é compacto, existe uma subfamilia
{B1,Ba,...} C B que cobre X, mas que nio possui subcobertura finita. Fazendo A, = By U---U By,

temos uma sequéncia crescente de abertos A; C As C --- tal que sua unidao é X, mas todos os A, sdo
diferentes de X. O
Proposigao 9.14. Sejam X1,..., X, espagos topoldgicos compactos nao vazios. Entdo, com a topologia

produto, o espago X = Xq X --- X X, € compacto.

Demonstracdo. Basta mostrar para o caso n = 2. Seja U uma cobertura aberta de X. Pela Proposigao
podemos assumir que os abertos em U sao da forma U x V, com U e V abertos de X; e Xo,
respectivamente.

Para cada a € X1, o subespaco {a} x X é compacto (veja a Proposicao . Assim, existe uma
subfamilia U, C U que cobre {a} x X5. Note que U, é da forma

Uy ={U1 x Vi, U X Vi

Em particular, fazendo U% = Uy N --- N U,,, temos que U® C X; é aberto e U, cobre U% x Xs.
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9.3. Compacidade nos Reais

Como os conjuntos da forma U® cobrem X;i, e X; é compacto, existem ag,...,ar € X; tais que
X1 =U"U---UU. Ou seja,
U =Uy, U+ UlU,,

é uma subfamilia finita de U que cobre X. O

Como os conjuntos fechados sao exatamente os complementares dos abertos, a compacidade pode ser
facilmente descrita em termos de conjuntos fechados.

Proposigao 9.15. Um espago topoldgico é compacto se, e somente se, toda familia de fechados F, com

() F#0

FEF

para toda subfamilia finita F' C F, for tal que

() F#0.

FeF

Se o espago tiver base enumerdvel, entdo, toda sequéncia decrescente de fechados nao vazios F1 D Fy D - --
for tal que

(oo}

ﬂ&#ﬂ

n=1
Demonstracdo. A primeira parte é a definicao de compacidade escrita em termos de conjuntos fechados.
A segunda parte é o Corolério [9.13 O
Exercicios

9.2.1. De um exemplo de uma aplica¢do continua f : (0,1) — R ilimitada.
9.2.2. Pode existir uma aplicagéo continua f : [0, 1] — R e uma sequéncia z,, € [0,1] tal que f(z,) — co?

9.2.3. Por que na demonstragao da Proposigao podemos afirmar que existem Vi,...,V,, € V tais
que a familia Uy, U --- UUy, cobre X.

9.2.4. Por que na demonstracao da Proposicao dizemos que basta mostrar para o caso n = 27

9.3 Compacidade nos Reais

Ja vimos que os compactos de R, em sua topologia usual, sao limitados. Vamos mostrar que sao fechados.
Lema 9.16. Um subconjunto compacto K C R, quando R € dotado de sua topologia usual, € um fechado.

Demonstragdo. Suponha que K nao é fechado. Entdo, podemos escolher 2 € K \ K. Para todo k € K,
tome uma vizinhanca aberta de k, Vj, e uma vizinhanga aberta de z, Uy, tais que U NV = §. Como
k € Uy, é evidente que
K C U U.
keK
Por outro lado, escolhendo ki, ...k, € K, e fazendo U = Uy, U---UUy, , temos que V =V, N---NV,
é uma vizinhanca de x, com U NV = (. Mas como k € K, temos que K NV # (. E portanto, K ¢ U.
Ou seja, a cobertura {Uy | k € K} nao possui subcobertura finita. O

Assim, os compactos de R, em sua topologia usual, sao fechados e limitados. Vamos mostrar que essa
) b b
propriedade caracteriza os compactos de R.

Proposigao 9.17. Quando R é munido de sua topologia usual, um subconjunto K C R € compacto se,
e somente se, for fechado e limitado.

Demonstragdo. Pelo Exemplo [0.7) e pelo Lema [0.16] se K é compacto, entao, é fechado e limitado. Por
outro lado, se K é fechado e limitado, entdo, existe M € R tal que K C [-M, M], e este ultimo é
compacto pelo Exemplo Assim, a Proposicao garante que K é compacto. O
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9.4. Compacidade em R™

A proposicao a seguir é de extrema importancia e é muito utilizada.

Proposigao 9.18. Seja f : X — R uma fungao continua definida num compacto X. Entao, existe x € X
tal que f(x) =sup f(X).

Demonstrag¢ao. Sabemos que f(X) é um compacto de R. Se ndo existir um tal z € X, entao,
h 1
F(X) C (=o0,sup f(X)) = |J | —o0,sup f(X) — = ).
Pela compacidade de f(X), existe n tal que

F(X) (—oo,sup F(X) - 1) 7

n
o que, pela defini¢do de sup f(X), é impossivel. O

Outras propriedades importantes da topologia usual dos nimeros reais sao na verdade propriedades
gerais dos espagos métricos e serao vistas em breve.

Exercicios

9.3.1. Se f:R — R é continua, pode existir um conjunto limitado M C R tal que f(M) é ilimitado?
Justifique ou dé um exemplo.

9.3.2. Seja
f: (0,1

—
T

H\»—A%

Existe g : R — R continua tal que f = g|(,1)?

9.3.3. Considere o conunto dos racionais Q com a topologia induzida dos reais. O que vocé pode dizer
sobre os subconjuntos compactos de Q7

9.3.4. Descubra o que é um Espago de Hausdorff e mostre, como no Lema [0.16] que nos Espacos de
Hausdorff os conjuntos compactos sao fechados.

9.3.5. Considere R com a topologia 7 = {(—o0,a) | a € R}U{0,R}. Quais sdo os conjuntos compactos?

9.3.6. Considere a topologia em R dada pelo Exercicio[9.3.5] Mostre que uma fungao f : X — R definida
em um espago topolégico compacto X nao vazio sempre atinge o maximo, mas pode nao atingir o minimo.

9.3.7. Considere R com a topologia 7 gerada pela familia {[a,b) | a,b € R}. Quando é que z,, — = nessa
topologia? (Usualmente denotamos essa convergéncia por z,, — z7.)

9.3.8. Mostre que a topologia 7 do Exercicio[9.3.7] é mais forte que a topologia usual dos reais.

9.4 Compacidade em R"

Assim como no caso dos reais, se R” é dotado da topologia produto (sua topologia usual), K C R™ é
compacto se, e somente se, é fechado e limitado. Se usarmos a compacidade de [—M, M]™ no lugar da
compacidade de [-M, M], a demonstracao é exatamente a mesma.

Teorema 9.19. Quando R™ € munido de sua topologia usual, um subconjunto K C R™ é compacto se, e
somente se, for fechado e limitado.

Demonstracao. Faga exatamente como na Proposicao 9.17L usando a compacidade de [—M, M]™ no lugar
da compacidade de [-M, M]. A compacidade de [—M, M]™ é consequéncia da Proposigao O

Outras propriedades que vamos investigar referentes a compacidade em R™, sao na verdade
propriedades gerais dos espagos métricos. Sendo assim, vamos encerrar esta se¢do e dar prossegimento
ao estudo da compacidade em espacos métricos.
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9.5. Compacidade em Espacos Métricos

Exercicios

9.4.1. Mostre que se K C R? é um compacto na topologia usual, entdo existem K, K» C R, compactos
na topologia usual tais que K C K; x Ko.

9.4.2. Na topologia usual, existe algum aberto de R™ que seja compacto?

9.5 Compacidade em Espacgos Métricos

A topologia dos espacos métricos pode ser descrita em termos de convergéncia de sequéncias. Dois
conceitos simplificam o elo entre compacidade e convergéncia de sequéncias: completude e limitacdo
total.

Definigao 9.20 (Sequéncia de Cauchy e Completude). Em um espaco métrico (X,d), dizemos que uma
sequéncia T, € X € uma sequéncia de Cauchy quando para todo € > 0 existir N € N tal que

m,n >N = d(z,,zm) <ec.
Dizemos que X € completo quando toda sequéncia de Cauchy x,, convergir para algum x € X.

Sequéncias convergentes sdo sempre de Cauchy. Assim, um espaco métrico é completo quando as
sequéncias forem convergentes se, e somente se, forem de Cauchy. De certa forma, as sequéncias de
Cauchy podem ser entendidas como sequéncias que “deveriam convergir”, e que se nao convergem, €
porque em um certo sentido o suposto ponto de convergéncia esta faltando. Ou seja, se a sequéncia de
Cauchy nao converge é porque o espago é incompleto.

Exemplo 9.21. Com a métrica usual, conjunto (0,1] ndo é completo. O ponto que “falta” seria
justamente o 0.

Nao vamos discutir propriedades dos espagos métricos além do necessario para discutir questoes
topolégicas. A completude de um espago topolégico nao é uma propriedade topoldgica. Duas métricas
d e r em um mesmo conjunto X podem ser compativeis (induzem a mesma topologia) e serem tais que
(X,d) é completo, (X,r) é incompleto.

Exemplo 9.22. O conjunto (0, 1] é homeomorfo a [1,00). Ou seja, podemos colocar em (0, 1] a métrica
Euclideana, e obtermos um espago incompleto, mas também podemos transportar para (0, 1], através do
homeomorfismo x %, a métrica Euclideana de [1,00). Em outras palavras, (0,1] é completo com a

métrica ) )
d = |- ——.
@ =]t~

Em nossa discussao sobre compacidade, a propriedade mas importante das sequéncias de Cauchy é
dada pelo seguinte Lema.

Lema 9.23. Seja (X,d) um espago métrico. E seja x, uma sequéncia de Cauchy tal que existe uma
subsequéncia x,, que converge para x. Entao, x, converge para x.

Demonstracdo. Seja € > 0. Entao, existe N tal que

n,m > N = d(z,,Tm) < %,

eng > N tal que d(zn,,r) < 5. Assim, substituindo m por ng, temos que
n>N=d(z,,z) < d(@n,, )+ d@n, Tn,)
< = =+ £ = €
2 2
O

Definicao 9.24 (Limitacao Total). Um espago métrico (X,d) é totalmente limitado quando, dado € > 0,
existirem finitas bolas Be(x1), ..., Be(xy) com

X =

J

BE(.’I]‘).

n
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9.5. Compacidade em Espacos Métricos

Dizer que um espago métrico é totalmente limitado, é o mesmo que dizer que toda sequéncia possui
uma subsequéncia de Cauchy.

Lema 9.25. Um espago métrico (X,d) ¢ totalmente limitado se, e somente se, toda sequéncia possuir
uma subsequéncia de Cauchy.

Demonstracdo. Suponha que X seja totalmente limitado. Para uma sequéncia arbitraria x,, vamos
escolher uma subsequéncia de Cauchy. Faca Xy = X. Para cada k = 1,2,..., X;_1 pode ser coberto
por uma quantidade finita de bolas de raio % Seja By, a bola tal que Xi_1 N By contém infinitos termos
da sequéncia original. Faca X = Xj_1 N By, e escolha ny (maior que ng_1) tal que z,, € Xj. Esta é
uma subsequéncia de Cauchy. De fato, para k,j > N, como X, e X; tem diametro menor ou igual a %,
temos que

2
d(Zny s Tny) < N

Por outro lado, se X nao é totalmente limitado, entao, existe € > 0 tal que nenhuma cobertura de X
por bolas de raio ¢ é finita. Sendo assim, escolha z; € X, e escolhido x,,, escolha

Ty € X\ | Be(x;).
j=1

Para esta sequéncia, quando j # k, d(x;,xy) > e. Para esta sequéncia, nenhuma subsequéncia ¢é de
Cauchy. O

Um fato simples sobre espagos (métricos) totalmente limitados é que eles possuem uma base
enumeravel.

Lema 9.26. Todo espago métrico (X,d) totalmente limitado possui uma base enumerdvel.

Demonstracdo. Pela Proposicao [5.26] basta mostrar que existe um subconjunto enumerével denso. Para
cada n € N*, existe um conjunto finito S,, C X tal que

X =] Bi(a).

€S,
Neste caso,
(oo}
S=1{]J S
n=1
é um enumerdvel denso. De fato, se A C X é aberto, entdo A contém uma bola B1 (a). Pela defini¢ao
de Sy, existe s € S, tal que a € B1(s). Mas isso significa que s € B1(a) C A. O

Em espacos com base enumerdavel, a compacidade é mais ficil de ser caracterizada.

Lema 9.27. Se X € um espacgo topoldgico com uma base B enumerdvel, entdo, sao equivalentes:
1. X ndao € compacto.
2. Eziste uma cobertura aberta enumerdvel de X sem subcobertura finita.

3. FExiste uma sequéncia de abertos

Uy CU, C---
com X =Jo, U,.
Demonstra¢ao. m = =
Estas implicacoes sao evidentes.
. =
Este é o contetido do Coroldrio [3.13] O
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9.5. Compacidade em Espacos Métricos

Agora podemos caracterizar os espacos métricos compactos em termos de convergéncia de sequéncias.
Note que os lemas anteriores implicam que um espago métrico é completo e totalmente limitado se, e
somente se, toda sequéncia possuir uma subsequéncia convergente.

Proposicao 9.28. Seja (X, d) um espago métrico. Entao, as sequintes afirmagdes sio equivalentes.
1. X ¢é compacto.
2. Toda sequéncia x, € X tem uma subsequéncia convergente.

3. X € completo e totalmente limitado.

Demonstra¢ao. Ja4 vimos que os itens e sdo equivalentes, mas mesmo assim, vamos formalizar aqui
a demonstragao.

» @e®

Se z,, é uma sequéncia, e X ¢ totalmente limitado, entao, pelo Lema[9.25] x,, possui uma subsequéncia
de Cauchy. Mas se X também é completo, essa subsequéncia é convergente.

Por outro lado, se X nao é completo, entao, existe uma sequéncia de Cauchy x,, que nao converge.
Pelo Lema [9.23] x, nao possui subsequéncia convergente. E se X nao é totalmente limitado, o Lema
implica que existe uma sequéncia x,, sem subsequéncia de Cauchy. Em particular, x, nao possui
subsequéncia convergente, ja que toda sequéncia convergente é de Cauchy.

= O=-0

Suponha que X é compacto. Seja
Fy={z,| n>N}.
Os conjuntos Fy formam uma sequéncia decrescente de fechados nao vazios. Pela compacidade de X,
sabemos que o limite F' = ﬂ;,o:l F néao pode ser vazio. Portanto, existe x € F. Agora, para cada
k=1,2,..., escolha n, — oo tal que x,, € B (z). Entao, a sequéncia z,, é uma subsequéncia de x,
que converge para .

» @e@=-0

Se X é totalmente limitado, entao, pelo Lema X tem base enumeravel. Neste caso, se X nao é
compacto, pelo Lema existe uma sequéncia de abertos U3y C Uy C - - -, tais que X = Uzo:l U,.

Escolha x,, € Uy41 \ U,. Para qualquer z € X, existe N tal que € Uy. Portanto, para n > N,
z, € Uyn. Ou seja, nenhuma subsequéncia de z, pode convergir para . Como z € X é arbitrario,
nenhuma subsequéncia de x,, converge. O

Exercicios
9.5.1. Em um espago métrico, toda sequéncia convergente é de Cauchy.

9.5.2. Mostre que
1 1
di(z,y) = |y — dao(x,y)=|— — —
1@y)=ly—a] e dafa,y) ‘y .

induzem a mesma topologia em (0, 1].
9.5.3. O que esta errado na seguinte frase?
Seja X um espago topolégico completo?

9.5.4. Sejam S, os conjuntos do Lema Considere as familias
S, = {BL((E) ’ x € Sn}.

Mostre que de fato,

é uma base da topologia.
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9.5.5. Na demonstragao da Proposicao [9.28] usamos o seguinte passo:
Agora, para cada k = 1,2, ..., escolha ny — oo tal que x,, € B% (x).

Por que sabemos que existe tal k?

9.5.6. Na demonstragao da Proposicao usamos o seguinte passo:
Agora, para cada k =1,2,..., escolha n; — oo tal que z,, € B% (z).

Por que é importante que ny — oo?

9.5.7. Mostre que se X é compacto e todo ponto tem uma base enumeravel de vizinhancas, entao toda
sequéncia tem subsequéncia convergente.

9.5.8. Na resolucao do Exercico quais passos nao funcionariam se nao houvesse a hipétese de cada
ponto de X ter uma base enumeravel de vizinhancgas?

9.5.9. Procure (internet?) uma exemplo de um espago compacto tal que nem toda sequéncia tem
subsequéncia enumeravel.

9.6 Espacos de Hausdorff

Os espagos métricos possuem propriedades que nem sempre estao presentes nos espacos topolégicos em
geral. Uma dessas propriedades é a Proposigao|L.6, que diz que dois pontos distintos podem ser separados
por bolas disjuntas. Foi esta propriedade que nos permitiu mostrar que os subconjuntos compactos de
R com sua topologia usual sdo fechados (Lema . Da mesma forma, a Proposigao pode ser usada
para demonstrar que em um espago métrico, os subconjuntos compactos sao sempre fechados.

Definigao 9.29 (Espago de Hausdorff). Um espago (topoldgico) de Hausdorff é um espaco topoldgico
X tal que para todos os elementos a,b € X distintos, existem U € V(a) e V € V(b) comUNV = {.
Também dizemos que X € de Hausdorff, ou simplesmente que X ¢ Hausdorff.

A Definicao poderia ter sido feita com U e V abertos. A demonstracao e o enunciado precisos
deste fato ficam como exercicio.

O axioma da Definigao [9:29] garante que de uma certa forma, dois pontos distintos a e b podem ser
separados por vizinhancas. Esse tipo de axioma é chamado de axioma de separa¢ao. Veremos outros
tipos de axioma de separagao no Capitulo ?7. Veja também o Exercicio[9.6.1

Os espagos métricos sao espagos de Hausdorff. Talvez por isso, os espacos que nao sdo de Hausdorff
fujam um pouco a nossa intuicao. Quando um espaco é de Hausdorff, em certos casos podemos trata-lo
como se fosse um espaco métrico. Ao invés de dizermos

Tome ¢ > 0 tal que € < d(a,b).
podemos simplesmente dizer
Tome vizinhancas disjuntas de a e b.

Mesmo argumentos com espagos métricos ficam mais elegantes se evitarmos escolher £ para ao invés
disso, utilizarmos a Proposicao [[.6] Por outro lado, nem todos os espagos topoldgicos sao de Hausdorff.
Ao identificarmos que um espaco nao é de Hausdorff, sabemos que existem certas propriedades que este
espaco pode ter, mas que fogem & nossa intuigao.

Exemplo 9.30. O conjunto dos nimeros reais, com sua topologia usual, ¢ um espago de Hausdorff. De
fato, pela Proposicao qualquer espaco métrico é um espaco de Hausdorff.

Exemplo 9.31 (Topologia cadtica). Seja X um conjunto com mais de um elemento. Entéo, dotado da
topologia cadtica {X,0}, X nao é de Hausdorff. Note que na topologia cadtica, todos os subconjuntos
de X sao compactos, mas os fechados sao apenas X e (.

Exemplo 9.32 (Convergéncia pontual). Dados os conjuntos X e o espaco topoldgico Y, se Y é de
Hausdorff, entao, o conjunto das fungdes f : X — Y com a topologia da convergéncia pontual (Exemplo
é de Hausdorff. Isso porqué, se duas fungdes f e g sao distintas, entao existe z € X tal que
f(x) # g(x). Tome duas vizinhancas disjuntas U e V de f(x) e g(x), e perceba que os conjuntos 7, *(U)
e m, 1 (V) sdo vizinhangas disjuntas de f e g.

x
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Assim como no caso dos espacos métricos, os subconjuntos compactos de um espago de Hausdorff sao
sempre fechados.

Proposigao 9.33. Se X é um espago de Hausdorff, entdo todo subconjunto compacto é fechado. Se X
€ compacto Hausdorff, entao, os subconjuntos de X que sdo compactos sio exatamente os subconjuntos
fechados.

Demonstragio. A demonstracao da primeira parte é idéntica & demonstragio do Lema [9.16 Suponha
que K C X é compacto. Tome a ¢ K. Vamos mostrar que a € K. Para cada k € K, existem vizinhangas
abertas e disjuntas Uy e Vi, de k e a. Note que

Kc | U

keK

é uma cobertura aberta de K. Pela compacidade de K, existem kq,...,k, tais que,
KcU,U---UUy,.

Faga U =U,, U---UU,, eV =V, N---NV . Entdo, V é uma vizinhanga de a, tal que
VNKcvnU=0.

E portanto, a ¢ K. Assim, concluimos que K é fechado.
A dultima afirmacao é evidente. O

Rigidez Compacto Hausdorff

Se um espaco topoldgico (X, 7x) for Hausdorff, entdo qualquer topologia em X que seja mais forte que
Tx também serd de Hausdorff. Por outro lado, se o espaco é compacto, entdo continuara sendo compacto
mesmo com uma topologia mais fraca. Assim, se (X,7x) é compacto Hausdorff, entdo, nao existe uma
topologia 7. C Tx que seja de Hausdorff, pois tomando A € 7x \ 7., terfamos um compacto A em 7. que
nao ¢é fechado. E por outro lado, nao existe uma topologia 7, 2 Tx onde X seja compacto, pois neste
caso, tomando A € 73, \ Tx, terfamos um fechado A° que nao é compacto. Esta é a rigidez dos espagos

que sao compacto Hausdorff.

Proposigao 9.34. Seja X um espaco topoldgico compacto, e Y um espago de Hausdorff. Se f : X —Y
€ uma bijecdo continua, entdo f € um homeomorfismo.

Demonstracio. B suficiente mostrar que f é uma aplicacao fechada. Seja F' C X um fechado. Pela
compacidade de X, F' é compacto. Por ser imagem de um compacto por uma aplicagdo continua, f(F)
é um compacto de Y. Mas como Y é de Hausdorff, f(F) é fechado. O

Exemplo 9.35. Seja X um espago topoldgico compacto Hausdorff, Y um espaco topolégico qualquer e
f: X — Y uma aplicagdao qualquer. Considere o grafico de f

Gr(f) ={(z, f(z)) | =€ X}

Entao,
f é continua < Gr (f) é compacto.

De fato, note que o grafico de f é a imagem da funcao

g=(0d,f): X - XxY .
z = (z f(2))

Se f é continua, g é continua, e a imagem do compacto X por g é um conjunto compacto.

Por outro lado, considere a projecdo continua de X X Y na primeira (7,;) e na segunda (m,)
coordenadas. Ambas sdo continuas pela definicdo da topologia de X x Y. m;|qy(s) : Gr(f) — X é uma
bijegdo continua do compacto X no espago de Hausdorff Gr (f). Pela Proposigao 7,1 é continua.
Portanto, f = 7, o7, ' é continua.
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Unicidade da Convergéncia

Em um espago topoldgico X, pode acontecer de uma mesma sequéncia x, convergir para dois pontos
de X distintos. Nos espagos de Hausdorff, isso nao acontece. Apesar de a reciproca nao ser verdadeira,
ou seja, existirem espagos que nao sao de Hausdorff, mas que os limites das sequéncias convergentes
sao Unicos, veremos que ao substituir sequéncias por redes, no Capitulo 7?7, os espagos de Hausdorff sao
exatamente aqueles que os limites das redes convergéntes sao inicos.

Proposigao 9.36. Seja X um espago de Hausdorff, e x,, € X uma sequéncia tal que z,, — x € X e
xn, =y € X. Entao, z =y.

Demonstracdo. Se x # y, entao existem vizinhangas de x e y disjuntas, U e V. Como z,, — z, temos
que a partir de um certo N, todos os x,, estao em U. Mas nenhum deles pode estar em V', pois U e V
sao disjuntos. Isso contraria o fato de x,, convergir para y. O

A seguir, um exemplo de um espaco que nao é de Hausdorff, mas que os limites de todas as sequéncias
sa0 unicos.

Exemplo 9.37 (Topologia coenumerdvel). Seja X um conjunto nao enumerdvel, e 7 a topologia
coenumeravel. Ou seja,
T={AC X | A°é enumeravel} U {0}.

As sequéncias convergentes de X, sao aquelas que a partir de um certo N se tornam constantes.
Evidentemente que uma tal sequéncia nao pode ter dois limites distintos. No entanto, como X nao
é enumeravel, dois abertos de X nunca sao disjuntos.

Exercicios
9.6.1. Se X é um espago de Hausdorff e 2 € X, entdo o conjunto {z} é fechado.
9.6.2. Dé um exemplo de um espaco topoldgico X onde haja um z € X tal que {2} nao é fechado.

9.6.3. Se X é Hausdorff e z € X, entéo

{z} =V @)
9.6.4. Se X é Hausdorff e todo x € X tem base finita, entao, X é discreto.

9.6.5. Se X é Hausdorff e z € X, entao

9.6.6. Dé uma defini¢ao para espagos de Hausdorff, alternativa & Defini¢ao [0.29] mas que utilize abertos
ao invés de vizinhangas. Demonstre que as duas defini¢ées sao equivalentes.

9.6.7. Use a Proposigao [9.34] para mostrar que se 75, C 7, sdo topologias em X, com 7, Hausdorff e 7,
compacta, entao 1, = 7..

9.6.8. Considere o espaco X = [0, 1] com a métrica
d(x,y) = sup [yn — @al.
neN

Mostre que esse espago nao é compacto.

9.6.9. Em um espago topoldgico X, dado x € X, {z} é fechado se, e somente se, para todo y € X
diferente de x existe V € V (y) tal que z ¢ V.

9.6.10. Dé um exemplo de um espago topoldgico X onde existem dois pontos x,y € X tais que
Ty — T = Ty — Y,

mas que z,, — y nao implica que x,, — .
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9.7 Compacidade com Sub-Bases

E bastante claro que, ao verificarmos a compacidade de um espaco, é suficiente verificarmos as coberturas
formadas por elementos de uma base fixada. Isso porque, toda cobertura de abertos U pode ser “refinada”
por uma cobertura formada apenas por elementos da base da topologia (veja a Proposi¢ao . E um
fato surpreendente (a0 menos para o autor), que para verificar a compacidade de um espago, é suficiente
verificar a existéncia de subcoberturas finitas para coberturas formadas por elementos de uma sub-base.
Este é o contetido do teorema a seguir. Vamos demonstrar de duas formas. A primeira utiliza indu¢ao
transfinita e o Principio da Boa Ordenag¢do. A segunda demonstragao utiliza o Lema de Zorn. Antes,
vamos precisar de um Lema. Material sobre esses assuntos pode ser encontrado no Apéndice ?77.

Lema 9.38. Seja S uma sub-base para a topologia de X, e seja B a base gerada por S. Se V C B € uma
cobertura sem subcobertura finita, e ) #V €V, entio, podemos adicionar a V, um conjunto Sy € S com
Sy DV, de modo que a familia

V' =Vu{Sy}

também nao possui subcobertura finita.

Demonstracao. Sabemos que V' # X. Escreva V=V, N---NV,,com V; €S. Para j =1,...,n, faca
V; =VU{V;}

Se todas as coberturas V; tivessem subcobertura finita, V também teria (por qué?). Portanto, fazendo
Sy = Vj para algum j tal que V; néo tem subcobertura finita, temos a familia V' satisfazendo a condicao
desejada. O

Teorema 9.39 (Teorema de Sub-Base de Alexander). Seja S uma sub-base para a topologia do espago
X. Entao, X € compacto se, e somente se, toda cobertura U C S possuir uma subcobertura finita.

(Demonstragao utilizando o principio da boa ordenagao). E evidente que a condigao é necessaria. Vamos
mostrar que se um espago nao é compacto, entao existe uma cobertura formada por elementos da sub-base,
mas que nao possui subcobertura finita. Fica como exercicio mostrar que se S nao cobre X, entdao X
é compacto. Portanto, podemos assumir que S cobre X. Seja B a base gerada por §. Como X nao é
compacto, existe uma familia &’ C B que cobre X e que n&o possui subcobertura finita.

Seja < uma boa ordem em U’. Vamos utilizar a seguinte notagao. Defina

Uy ={Sw| WzUuu

Z/{UZ{Sw| W%U}UZ/{/.

Definidos Sy € S para todo W X U tal que Uy néo possui subcobertura finita, entao U}, também nao
tem subcobertura finita. De fato, se U ¢é o primeiro elemento de U, Uy, = U nao tem subcobertura finita
por hipdtese. Caso contrario, uma subcobertura finita de U4; estaria toda contida em Uy para algum
W < U, mas Uy nao tem subcobertura finita.

O Lema [9.38|implica que existe Sy € S, com Sy D U, tal que Uy é uma cobertura sem subcobertura
finita. Por inducao transfinita, para todo U € U’, Uy é uma cobertura sem subcobertura finita. Mas isso
implica que U = {Sy | U € U'} é uma cobertura, pois Sy D U, mas sem subcobertura finita. De fato,
se U tivesse subcobertura finita S1,...,S,, entao existiria U € U’ tal que S1,...,S, € Uy, contrariando
o fato de Uy nao possuir subcobertura finita. Como U C S, a proposicao fica demonstrada. O

Vamos demonstrar o mesmo fato usando o Lema de Zorn. E um bom exercicio comparar as duas
demonstragoes.

(Demonstracao utilizando o lema de Zorn). Denotando por B a base gerada por S, basta mostrar que
quando X nao é compacto, existe uma cobertura 4 C S sem subcobertura finita. O conjunto I' das
subfamilias de B sem subcobertura finita nao é vazio, pois X nao é compacto. Ordenando as subfamilias
de B por inclusdo, se Uy € T' (A € A) é uma cadeia de subcoberturas sem subcobertura finita, entéo,
utilizando o mesmo argumento da demonstragao por indugao transfinita, concluimos que

u*:Uuk

AEA
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é uma cobertura sem subcobertura finita, pois se U* tivesse subcobertura finita, essa subcobertura estaria
contida em Uy para algum A € A. Assim, I' é indutivamente ordenado, e por isso possui um elemento
maximal U,,.

Pelo Lema [9.38] assim como na demonstragao utilizando indugao transfinita, vemos que se U =
UrN---NU, € Up, com U; € S, entdo existe Sy € U, com Sy D U, tal que U, U {Sy} nao possui
subcobertura finita. Pela maximalidade de U,,, temos que Sy € U,,. Mas isso implica que Y =U,, NS
cobre X (por qué?). E como U,, ndo tem subcobertura finita, &« C U,, também nao tem, concluindo a
demonstracao. O

Um exemplo interessante de aplicagao do Teorema de Alexander é a compacidade dos intervalos
[a,b] C R.

Exemplo 9.40 (Compacidade com sub-base em R). Uma sub-base para a topologia usual de R é a
familia
S={(—o00,2) | x e R}U{(x,00) | = €R}.

Suponha que U C S seja uma cobertura de [a, b]. Se os conjuntos da forma (—oo,z) de U cobrem [a, b],
entdo existe x > b, com (—oo,z) € Y. O mesmo argumento vale se os conjuntos da forma (x,00) de U
cobrirem [a, b]. Caso contrario, tomando como B o supremo dos z € R tais que (—oo,z) € U, e A o infimo
dos = € R tais que (x,00) € U, é facil ver que A < B. Ou seja, existem o, € R, com A < a < < B
tais que (—o0, B), (a, 00) € Y. Assim,

[a,b] CR = (—00, ) U (v, 00).
Pelo Teorema [a,b] é compacto.

Exercicios
9.7.1. Na demonstragao do Lema [9.38] como sabemos que V # X7
9.7.2. Por que nos preocupamos em observar que V # X na demonstragdo do Lema [9.3§]/

9.7.3. Mostre que na demonstracao do Lema se todas as familias V; tivessem subcobertura finita,
entao V também teria.

9.7.4. O que daria errado na demonstracao do Exemplo se substituissemos [a, b] por [a, b)?

9.8 Produto de Compactos

Como prometido, vamos mostrar que o produto de espagos compactos é compacto na topologia produto.
Mesmo que seja o produto de infinitos, e até mesmo incontaveis espagos.

Teorema 9.41. Seja X, (A € A) uma famdlia qualquer de espagos topoldgicos. Neste caso, o espago
X =]]xx
AEA

€ compacto na topologia produto se, e somente se, todos os X, forem compactos.

Demonstracdo. Se X é compacto, entao, como cada X, é a imagem do compacto X pela projecao continua
T, X é compacto. Vamos utilizar o Teorema de Sub-Base de Alexander (Teorema [9.39)) para mostrar
a implicacao inversa. Suponha que cada X, é compacto. Seja

Sy={m'(U)| Uemn}.
A topologia produto é gerada pela familia
S=J s
AEA

Seja U C S uma cobertura de X. Se nenhuma das subfamilias U, = U NSy cobrir X, entao podemos
escolher para cada A, z) € X, tal que 77;1(@\) nao é coberto por Uy. Assim, o conjunto

Y = m 5 (2)

A€EA
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contém o elemento (z))xea, mas nao intersecta nenhum elemento de Uy, para nenhum A € A. Ou
seja, Y nao intersecta nenhum elemento de Y. E isso contraria o fato de U ser uma cobertura de
X. Portanto, existe um A tal que Uy cobre X. Pela compacidade de X, existe uma subfamilia finita
77;1(U1), ... ,W;l(Un) € Uy, tal que Uy, ..., U, cobre X, (por qué?). Ou seja, esta familia cobre X. Pelo
Teorema [9.39] X é compacto. O

Exemplo 9.42 (Representacdo bindria). Na topologia produto, o espago {0, l}N é compacto. Pelo
Exemplo o conjunto [0, 1], como imagem da representagao bindria (ou decimal) por uma aplicagio
continua, também é compacto.

Exemplo 9.43 (Convergéncia ponto a ponto). Considere o conjunto das fungées f : X — [—M, M], para
algum M € R fixado. Na topologia da convergéncia ponto a ponto, ou seja, na topologia produto, quando
identificamos com [—M, M]X, o espaco das fungdes é compacto.

Mais a frente, veremos que o famoso Teorema de Banach-Alaoglu, estudado em andlise funcional,
consiste em identificar o espago estudado com um subconjunto fechado do espaco compacto deste exemplo.

Exercicios

9.8.1. Use um argumento com compacidade para mostrar que a topologia produto em {0, 1}N nao é
discreta.
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Dicas e Respostas dos Exercicios

Dicas

3.1.1 Tome bolas de raios cada vez menores.

3.1.2 Faca exatamente como no exercicio [3.1.1

3.1.3 Use o fato de que as bolas sao vizinhancas de todos os seus pontos.

3.1.5 Use o exercicio para escolher ny, e my, de modo que para qualquer V' € V(z), z)'* esteja em
V para k suficientemente grande.

5.2.1 7 =7 (74, Ts)-

5.2.2 Quais elementos da base induzida por § contém x?

5.2.3 Faca como na Proposicao |4.16

5.2.4 f(ANB) C f(A)N f(B). Entao, use o Exercicio [5.2.3]

5.3.1 Mostre que para todo € R, BNV (z) é uma base de vizinhancas para x.

5.3.2 Veja o Coroldrio

5.4.3 Tem???

7.1.1 E s6 verificar os axiomas da Definicao

7.1.2 Tome Z unitario.

7.2.1 Qual é a mais forte?

7.2.2 Qual é a mais fraca?

7.2.3 Se fy é continua em T, entdo ¢, C T.

7.2.4 Primeiramente, 7 é uma topologia. Em segundo lugar, se f é continua em 7, entdo 7 C 7/>.
7.2.5 E s6 verificar os axiomas da defini¢ao de topologia.

7.2.6 Faca X =Y e escolha duas topologias em Y tais que a uniao das duas nao é uma topologia.
7.2.7 Qual é o formato das vizinhancas de 77

7.2.8 Qual é o formato das vizinhangas de 117

7.2.9 Mostre que o conjunto f(I.) é aberto na topologia final.

7.3.7 Estamos falando de espacos métricos?

89



7.3.8 Componha com a projecao canonica 7t x : Xr — X.

7.3.9 Primeiro tem que entender o significado de [[. X, de (IIp(2))pcp e de f.
7.4.1 A topologia usual de C é dada pela identificacio de C e R2.

7.4.2 f(A) = f (7 1(A)).

7.4.3 Precisa de um A C X aberto tal que 7~*(7(A)) ndo seja aberto.
7.5.1 A unido finita de conjuntos enumeraveis é enumeravel.

7.5.2 Use o fato de X ser nao-enumeravel.

7.5.3 Tome uma vizinhanga de x na topologia 7).

8.3.1 Veja a Definigao [8.14]

8.3.2 Se C, é a componente conexa de x, mostre que Cy C C,.

8.3.3 Na topologia induzida em C, o conjunto C'N F' é aberto e fechado.
8.3.4 Use o Exercicio [8.3.3

8.3.5 E possivel??? -P

8.3.6 Basta usar que [0,1] é “localmente conexo”.

8.3.7 Basta usar que R™ é “localmente conexo”.

8.3.8 Use a topologia induzida em |J Cl.

8.3.9 O que é um fechado e o que é um aberto na topologia induzida?
8.3.10 Faga como no Exercicio [8:3.8]

8.4.1 Nao se descabelel!!!

8.4.2 Nao se descabelel!!!

8.4.3 Escolha ¢ € B, N P’ distinto de p, e mostre que p néo pertence & componente conexa de g.

8.4.4 Faca como na Proposicao [8.12] e observe o comentério feito antes da definicdo de componente

conexa (Definicao [8.14)).

8.4.7 Faca da mesma forma que fizemos para mostrar que a componente conexa de qualquer ponto em
@ é um conjunto unitério.

8.4.8 Mostre que P, é um aberto de P.

8.4.9 Mostre que f~1(P;) é vizinhanga de todos os seus pontos.

8.4.10 E s6 usar os Exercicios m e @

8.5.1 Tome um ponto da componente conexa e mostre que a componente é uma vizinhanga deste ponto.
8.5.2 Faca como no Exemplo |8.3

8.5.3 Tome uma vizinhanga conexa por caminhos para cada ponto na componente conexa. Depois faca
com pontos fora da componente.

8.5.4 Use o Exercicio R.5.3

8.5.6 Mostre que nao é localmente conexo.
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8.5.7 A é aberto.

9.1.4 Uma cobertura de K também cobre todos os K1,..., K,.

9.1.5 Escreva os elementos de Y N7y na forma Y N A, para A € 7x.

9.1.6 Vocé acabou de mostrar isso!

9.2.2 Imagem de compacto é compacta.

9.2.4 Passo de inducao: Exercicio|7.3.9

9.3.1 Tome [a,b] D M.

9.3.2 Use o Exercicio [0.3.1]

9.3.3 Veja o comentério depois da Defini¢ao [9.2

9.3.4 E s6 fazer exatamente como no Lema.

9.3.5 Seja A um conjunto qualquer com sup A < co. Mostre que A U {sup A} é compacto.
9.3.6 Use o Exercicio[9.3.5] e a funcao identidade para construir um contraexemplo.

9.3.7 Para cada a € R, os conjuntos da forma [a,a + ¢), com € > 0 formam uma base de vizinhangas de

9.3.8 Mostre que os conjuntos da forma (a,b) sdo abertos.

9.4.1 Use as projecoes de K na primeira e na segunda coordenadas.
9.4.2 S6 tem um!

9.5.3 Veja o Exercicio[9.5.2

9.5.5 x estd no fecho de Fj.

9.5.6 E se 1 = 27

9.5.7 Veja a demonstracao da Proposicao Use a Proposicao [5.22)
9.5.9 http://math.stackexchange.com/

9.6.2 E trivial.

9.6.4 Use o Exercicio [0.6.3

9.6.5 Modifique a solucao do Exercicio [9.6.3

9.6.6 E s6 substituir vizinhanca por vizinhanca aberta.

9.6.7 Use a aplicagao identidade id : (X, 7.) — (X, 73).

9.6.8 Use a rigidez compacto-Hausdorff.

9.7.1 A cobertura néo tem subcobertura finita.

9.7.2 X =Ny V-

9.7.4 Um exemplo: U = {(—oo,b— %) ’ n = 1,2,...}.

9.8.1 Discretos s6 sao compactos quando sao finitos.
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Respostas
1.1.1 y € B.(z) & d(z,y) <e < d(y,x) <e < x € BAy).
1.1.2 y € Bs(x) = d(z,y) < d = d(z,y) <e =y € B(x).
1.1.3 Nao. Veja o Exemplo
1.1.4 Sim. Pois o item garante que d(z,y) = d(y, z).
1.1.5 Sim. Fazendo z = y, teremos
d(z,y) < d(y, =) + d(y,y) = d(y, ).
Trocando os papeis de = e y obtemos a desigualdade inversa.

1.1.6 E facil ver que se d é uma métrica, ird satisfazer as condigoes enunciadas. Para ver que essas
condigdes garantem que d é uma métrica, faga como no exercicio[L.1.5 para concluir que d(z,y) = d(y, z),
e como no exercicio [[.1.4] para concluir que vale a desigualdade triangular.

1.1.7 Veja o exercicio [I.37]
1.1.8 Quem fizer isso, por favor, mande um e-mail para topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org.

1.2.1 E evidente que para 0 < § < ¢, Bs(x) C Be(z). Assim, a unido também estd contida em B, (z).
Por outro lado, se y € B.(z), entdao d(z,y) < e. Tomando ¢ satisfazendo d(z,y) < §' < €, temos que
y € B/ (x). Portanto

B.(z)c |J Bs(a).

0<d<e

1.2.2 E evidente que z estd na intersecao. Precisamos apenas mostrar que y # x nao estd. Basta entao
tomar £’ tal que n%, < d(x,y) para que y € B_1 ().
g Mgt

1.2.3 Use a Proposicao para obter nimeros reais d1,...,d, maiores que zero, tais que Bs,(z) C
B, (x;). Basta fazer 6 = min(dq,...,0,).

1.2.4 Porque pode ser que inf(d;) = 0.

1.2.5 Para mostrar que um ponto y # x nao estd na intersecao, foi usdado que d(z,y) = 0 = = = y.
Para mostrar que x estd na intersecao, foi usado que d(z,x) = 0. Ou seja, z =y = d(z,y) = 0.

1.2.6 O item serviu para que € > 0. O item nao serviu em nada na demonstracao, mas se
tivessemos enunciado que “existem duas bolas que separam os pontos x e y”, teria servido para garantir
que ¢ € B.(z), e y € B:(y). Sem o item , nao poderfamos garantir que a € B:(y) = d(a,y) < €.
Finalmente, a desigualdade triangular serviu para que a intersecdo das bolas fosse vazia. Ou seja, se

a € B:(x) N B:(y),

entao
d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) <e+e <d(z,y).

1.3.1 1. d ((al,bl), (ag,bg)) =0« dA (0,1,0,2) =0e dB (bl,bg) =0« ((Il,bl) = (a2,b2).
2. Evidente.

3. Note que

da (a1,a3) < da(a1,a2) +da(az,a3)
< max {dA (al, CLQ), dp (bl, bg)} -+ max {dA (0,2, ag),dB (bz, b3)}
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E do mesmo modo,
dp (b1,b3) <
max {d4 (a1,a2),dp (b1,b2)} + max {d (az,as),dp (ba,b3)}.
Assim,
max {dA (al, CL3)7 dB (b1, bg)} <
max {dA (al, CLQ), dp (bl, bg)} + max {dA (GQ, ag), dp (bg, b3)}
1.3.2 Primeiramente, precisamos mostrar que para todos os (zy), (yx) € X,

supdyx, (zx,yxr) < 00.
AEA

Mas isso vem do fato de que a imagem de dx, estd contida em [0, 1].
1. d ((CE)\), (y)\)) =0 Ve A, dXA (x)\,y)\) =0¢& (x)\) = (y)\)
2. Evidente.
3. Note que para cada \ € A,

dx, (zx,22) < dx, (@x,90) +dx, (ya, 22)

< supdx, (24, 9y) +supdx, (¥4, 2)-
YEA YEA

Assim, tomando o supremo em A € A,

supdx, (zx,2x) < supdx, (24,9y) +supdx, (Yy,24)-
AEA yEA yEA

1.3.3 Mesmo com a possiblidade de d (z,y) = oo, as propriedades demonstradas no exercicio sa0
validas. Para ver que d| ¢, ¢ nao assume o valor oo, basta observar que se z,y € X, entao

d(z,y) <d(z,a) +d(y,a) < co.
1.3.4 Basta fazer exatamente como nos exercicios [.3.2] e [[.3.3

1.3.5 Basta utilizar o exercicio e reparar que X = X, pois para todo z € X,

=1 1
330, 227 Xn wnayn 27

1.3.6 d ((z1,2), (y1,¥2)) = |x1 — 1]

1.3.7 Para o item (I, se # = y, entdo d (z,y) = |z —y| = 0. Por outro lado, se d (z,y) = 0, entdo
|x —y| = 0. Ou seja, x = y.
Para o item , note que |z —y| < d (z,y). Portanto, se = é diferente de 0, entao

d(z,2) =z —z[ < |o—yl+ly -2 <d(z,y) +d(y,2).
Se x =y, a desigualdade triangular é evidente, pois neste caso, d (z,y) = 0. Se x = 0 e y # x, entao
d(z,2) <1<1+d(y,2) =d (z,y) +d (y, 2).
Para ver que d nao é uma métrica, basta notar que d (0, %) = 1, enquanto que d (%, 0) = %

2.1.1 Em R, com a métrica euclidiana, temos, por exemplo, x,, = (—1)". Um outro exemplo em R, é a
sequéncia x, = n.

d(x Y)

2.1.2 Suponha que z,, — x, e x # y. Escolha € > 0 tal que € < , entao existe N € N; tal que n >

N = d(zn,x) < e. Em particular, para todo n > N, temos que d(xn, ) >d(x,y) —d(x,, z) > M > €.
Ou seja, x, nao converge para .
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2.1.3 Significa que existe N € N tal que paran > N, z,, = z.

2.1.4 Vamos fixar j € N. Se 2™ — =z, entdo para todo ¢ > 0 existe N € N tal que para todo n > N
teremos que Y, 2%|x}§ — 2| < 57. Em particular, para todo n > N, |9v;I — mj| < €. Ou seja, para todo
J, T = xy.

Por outro lado, se para todo j, z7 — z;, entao, dado € > 0, existe N; tal que para todo n > Nj,
|x? — xj| < 5. Agora, seja M tal que Z;’;MH 2% < 5. Entao, é s6 escolher N = maxﬁ-\il Nj. De fato,
para n > N, teremos que

j=1
Mls €
< 4
_Z2ﬂ2+2
Jj=1

e €

< 4-=¢
_2+2 €

2.1.5 Por exemplo,

n_ 0 ,j2n
J 1 ,5<n’

n __ 1 aj:n
2.xj—{0 itn

2.1.6 Basta observar que

1. z

d(z",z)<e e VjeN,

xj— x?} <e.
2.1.7 Os exemplos listados na respostado exercicio [2.1.5
2.2.1 Seja z,,x € X, com x, — x. Entdo, f(z,) = f(z) = f(x).

2.2.2 A continuidade de f ¢ imediata dos exercicios e J4 o exercicio [2.1.7, mostra que a
inversa nao ¢é continua.

2.2.3 Seja a = (a;) € X um ponto qualquer do dominio de f~!. E seja e, = (d,;) € X, onde 6,,; ¢ 0
quando n # j, e 1 quando n = j. Entdo, a + e, — a em (X,2), mas a + e, /4 a em (X, 1).

2.2.4 Suponha que z,,,r € Q com x,, — x. Se z < /2, entdo existe ¢ € Q tal que z < ¢ < /2. Portanto,
existe N € N tal que para n > N, x,, < ¢. Em particular, para n > N, temos que f(z,) = 0. Portanto

Por outro lado, se x > \/5, entdo z > v/2. E da mesma forma que no caso x < \@, teremos que existe
g € Q satisfazendo z > ¢ > V2, ¢ N € N tal que para n > N temos =, > ¢. O que implica que para
n> N, f(x,) =1= f(z). Em particular, f(x,) — f(z).

2.2.5 A aplicacdo f|p é uma aplicacdo constante. Pelo exercicio 2.2.1} f|g é continua. No entanto,
escolhendo a@ € R\ Q, temos que para todo racional ¢, ¢ + & ¢ irracional e converge para ¢q. Como,
flg+ %) =1+ 0= f(q), temos que f nao é continua em gq.

2.3.1 A afirmacao é exatamente a mesma que a equivaléncia entre os itens e da Proposigao m

2.3.2 Suponha que f é continua em todo ponto. Entdo, dado um aberto U C Y, vamso mostrar que
f71(U) é um aberto de X. De fato, se z € f~}(U), entdo f(z) € U. Como U é aberto, U é vizinhanca
de f(x). Pelo exercicio f~1(U) é vizinhanga de z. Como x era um elemento arbitrario de f~1(U),
temos que f~1(U) é aberto.

Por outro lado, suponha que f~1(U) é aberto para todo aberto U C Y. Note que para r € X, a
Proposi(;éogarante que B.(f(x)) é um aberto de Y. portanto f~! (B.(f(z))) é um aberto de X. Em
particular, f~! (B.(f(z))) é uma vizinhanca de x, e portanto, existe uma bola Bs(z) C f~! (B.(f(z))).
Ou seja, f é continua em x pelo item da Proposigao m Como x € X é qualquer, temos que f é
continua.
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2.3.3 Sabemos que x, — x se, e somente se, para toda bola B.(x) centrada em x, Np_(, for finito.
Portanto, se para toda a vizinhanga V' tivermos Ny finito, em particular teremos Np_(,) finito.

Por outro lado, se Np_(,) ¢ sempre finito, entao dada uma viznhanga V' qualquer de z, temos que
existe € > 0 tal que B:(x) C V. Neste caso, Ny < Np, (z) < 00.

2.3.4 Pelo exercicio [2.3.3] se x,, — x, como A é vizinhanga de x, N4 é finito.

Por outro lado, se N4 é sempre finito para um conjunto aberto A que contenha z, entdo, como pela
Proposicao sabemos que B, (z) ¢ um conjunto aberto, temos que Np_(,) ¢ finito para todo € > 0. Ou
seja, T, — x.

3.1.1 Basta escolher B = {BL((E) ’ n e N}. Se V € V(z), entao existe € > 0 tal que B.(z) C V. Se

tomarmos n € N tal que 1 < ¢, entdo Bi(z) C Be(x) C V. A relacdo de inclusdo entre as bolas segue
do fato de que B1(x) C B (x) se, e somente se, n > m.

3.1.2 Denote por
W={VcX| 3neN, B, (zx)CV}

o conjunto que queremos mostrar ser igual a V (). E evidente que W C V (), pois todo elemento de W
contém uma bola centrada em z. Se V' € V (z), entao existe ¢ > 0 tal que B.(z) C V. Mas como &,, — 0,
entdo existe n € N tal que ¢,, < e. Para este n, temos que B, (z) C B:(xz) C V.

3.1.3 Denote por
W={VcX|3IBeB, BCcV}

o conjunto que queremos mostrar ser igual a V(x). Como todos os elementos de B sio vizinhangas de
todos os seus pontos, e todos eles contém o ponto z, temos que B C V (z). Sabemos que se B € V (z),
e BCV,entdo V € V(x). Assim, W C V(z). Por outro lado, como B contém o conjunto de todas as
bolas centradas em =z, a defini¢do de V (z) implica que V (z) C W.

3.1.4 Como z,, — x, ja sabemos pela Proposicao que o conjunto Ny ¢ finito. Precisamos mostrar
que se Ny nao for uma vizinhanca de x, entao existe uma sequéncia x,, — x tal que Ny nao é finito.
Com V nao é uma vizinhanca de x, entao para cada n € N, a bola B% () nao estd contida em V. Basta
entao tomar z, € Bi(x)\ V. '

3.1.5 Seja B={By,Ba,...} CV(z), a familia do exercicio ordenada de modo que By D By D - -.
Faga ny = m; = 1. E para k > 1, escolha indutivamente n; > ni_; tal que z,, € Bi. Como By é
vizinhanga de z,, , podemos escolher my > my_1 tal que z;'* € By.

Para ver que x;'* — x, escolha uma vizinhanga qualquer V' € V(z). Para este V, existe — pelo
exercicio —, K € N tal que Bg C V. Pela construgao de z’*, temos que para k > K, a3't € By C
B CcV.

5.2.1 Como 7 é gerada por 7; e T, a Proposicao [b.11| garante que f é continua em 7 se, e somente se,
for continua em 7; e 7.

5.2.2 A familia formada pelas intersecoes finitas de elementos de S, incluindo a intersegao vazia — ou
seja, incluindo o conjunto X —, forma uma base B (S) para a topologia. Mas o dnico conjunto desta
forma que contém x é o préprio X. Por isso, as vizinhangas de x sdo apenas os conjuntos que contém X.
Ou seja, a Unica vizinhanca de x é o préprio X.

5.2.3 Paratodo z € X, dado V € V (x), existe um aberto A comz € A C V. Se f é aberta, f(V) D f(A)
é uma vizinhanca de f(z). Portanto, f é aberta em todo z € X.

Por outro lado, suponha que f é aberta em todo z € X. Dado um aberto A qualquer, para todo
a € A, f(A) é vizinhanca de f(a). Ou seja, f(A) é vizinhanga de todos os seus pontos. Portanto, f(A) é
aberto.

5.2.4 E evidente que se f é aberta, f(F) C 7y.
Por outro lado, dado A € 7x e a € A um ponto qualquer de A, existem membros Ay, ..., A, € F tais
que
a€eAiN---NA, CA.
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Portanto,

fla) € f(A1N--NA,) C f(A1)N---N f(An) C f(A).
Por hipétese, f(A;) é aberto. E portanto, f(A1) N---N f(A,) é vizinhanca de f(a). Assim, f(A) é
vizinhanca de todos os seus pontos. Ou seja, f(A) é aberto.

5.3.1 Precisamos apenas mostrar que dado x € R, BNV (x) é uma base de vizinhangas para x. Note
que os conjuntos da forma (a, 8), com « < x < 3, formam uma base de vizinhangas de . Dada uma tal
vizinhanga, escolha um racional a e um irracional b tais que o < a < z < b < 8. Entéao, (a,b) € B é uma
vizinhanga de  com (a,b) C (a, 8). E portanto, BNV (x) é uma base de vizinhangas para .

5.3.2 Nao. O problema é mais facil de entender se pensarmos em termos de bases de vizinhangas de
um ponto x. Se B, é uma base de vizinhancas, entao, dados A, B € B,, deve existir C € B, tal que
CCANB.

Por exemplo, o Exercicio implica que a familia

B={(a,b) CR| acQ bgQiU{(a,;b) CR| a ¢Q, beQ}

é uma base para a topologia usual de R. Mas os conjuntos da forma (a,b), com a,b € Q nao estdo na
base.

5.3.3 Pelo item (5]) da Proposigéo|5.14] basta mostrar que, para A, B € B, dado x € AN B, existe C € B,
com z € C' C AN B. Mas isso é o mesmo que dizer que AN B é unido de elementos de B.

5.4.1 Note que existe apenas um nimero finito de subfamilias de S. A familia

T = O ﬂ nGN,Sl,...,SnCS

j=1Ses’

¢ uma topologia finita e contém todos os elementos de S. Aqui, estamos usando a convencio [,y 4 = X

eUacpA=0.

5.4.2 Caso contrario, a familia 3, nao teria a mesma cardinalidade que S. E da mesma forma, se S é
infinito, a cardinalidade da uniao enumeravel de conjuntos B,, com a mesma cardinalidade que S, tera a
mesma cardinalidade que S. E evidente que isso nao sera verdade se S tiver apenas finitos elementos.

5.4.3 Nao existe!!! :-P
Se V é uma base de vizinhancas de x com finitos elementos, entao,

v=_[]4

AV

é uma vizinhanca de = que estd contida em todas as vizinhangas de x. Ou seja, {V} é uma base de
vizinhangas.

5.4.4 Se V é uma vizinhanca de z, entao existe N tal que By C V. Como B,, é uma sequéncia decrescente
de conjuntos, por construcao, para n > N,

Tz, € B, C By CV.

7.1.1 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.1.2 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.2.1 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.2.2 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org
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7.2.3 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.2.4 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.2.5 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.2.6 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.2.7 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.2.8 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.2.9 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.3.1 Suponha que (z,y) € Gr (f). Entao, como Y é um espago métrico, existem vizinhangas disjuntas U
eV deye f(z) respectivamente. Pela continuidade de f, A = f~1(V) é vizinhanga de z. E pela definigao
de topologia produto, A x U é uma vizinhanga de (z,y). Como este é um ponto que estd no fecho do
grifico de f, a vizinhanga A x U intersecta o gréfico. Ou seja, existe a € X tal quea € A = f~1(V) e
f(a) € U. Mas isto implica que f(a) € V e f(a) € U. O que nao é possivel, ji que U e V séo vizinhangas
disjuntas.

7.3.2 Seja Y = {0,1} com a topologia {#}, Y}, e f constante igual a 0. Entao o grifico de f é o conjunto
Gr(f) = X x {0}.
Mas este conjunto nao é fechado na topologia produto. (por qué?)

7.3.3 O exercicio mostra que H é um subconjunto fechado de (R \ {0}) x R. Para concluir que é
um subconjunto fechado de R?, precisamos apenas mostrar que nenhum ponto da forma (0,%) estd no
fecho de H (por qué isso é suficiente?).

Entao tome um ponto qualquer da forma (0,y). Para qualquer w > |y|,

(L2}

é uma vizinhanga de (0,y) que néo intersecta H (por qué?).
7.3.4 Pela definicao de H, a projegao na primeira coordenada é o conjunto
{reX| x#0},
que evidentemente nao é fechado. Consequentemente, neste caso, a projecao nao é uma aplicagao fechada.

7.3.5 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.3.6 O conjunto m, '(A) representa todos os pontos cuja A-ésima coordenada estd em A. A \-ésima
coordenada de qualquer ponto de X (vy,z) é xx. Assim, se x\ € 4, X(vy,z) C 77;1(14). Caso contrério,
X(y,2) N5 (4) = 0.

7.3.7 Como D é um espaco métrico, a topologia produto de X = DY também é dada por uma métrica,
como no Exemplo A afirmagéo de que f é continua segue da Proposigao [3.15
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7.3.8 Pela definicdo de topologia produto Xr, nr é continua se, e somente se, nr 5 o IIp é continua para
todo A € I', onde 7 : Xr — X\ ¢ a projecao candnica. Mas esta composicao ¢ simplesmente a projecao
canodnica my : Xp — X\, que é continua pela definicao de topologia produto em Xjy.

Pelo Exercicio [5.2.4] para ver que Il é aberta, basta mostrar que a imagem de A’ := 77;1(14) — onde
my: Xp — Xy e AC X, é um aberto — ¢é aberta. Mas isso é evidente, ja que

Ip(A") = 7\ (A)
¢é aberto pela continuidade de 7 y.
7.3.9 E evidente que f é uma bijecao. Pelo Exercicio a I'-ésima coordenada de f é continua para

todo I'. Portanto, f é continua.
Pelo Exercicio , para ver que f é aberta, basta mostrar que a imagem de A’ := w{l(A) — onde
7wy Xp — Xy e AC X, é um aberto — é aberta. Mas isso é evidente, ja que

) =t (nrA(4).

onde 7T : Href Xr — Xr e mr,) : Xr — X\ sdo a projecao canonica, ¢ aberto pela continuidade de 7t »
e de 7r.

7.4.1 Pelo item (5)) da Proposicao basta mostrarmos que cos(27x) e sin(27x) sdo continuas. Mas a
demonstragao deste fato depende bastante do que é que vocé entende por sin(f) e cos(f). :-)

7.4.2 A equivaléncia entre a continuidade de f e a de f om é o conteudo da Proposicao Se fé
homeomorfismo, em particular, é aberta. Como 7 também é aberta, f o w é aberta.

Por outro lado, suponha que f o é aberta. Tome um aberto A de X/ ~. Entdo, 7~ *(A) é um aberto
de X. Como f ow é aberta,

flA) = fom(r7(4))

é um conjunto aberto.

7.4.3 Faca X = {a, b, c} com a topologia 7x = {0, X, {a}, {b,c}}. Use a particao {{a, b}, {c}} para definir
a relacao de equivaléncia.
Agora, A = {a} é aberto de X, mas 7(A4) = {{a,b}} néo é aberto, pois

7 ({{a,b}}) = {a. b},

que nao é aberto. De fato, a topologia quociente é dada por

{®7X/ N}7
pois nem {a, b} nem {c} sdo abertos em X.

7.5.1 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.5.2 Tome p € X. Entao, {p} & 7. Mas é evidente que A € 71, pois todos os subconjuntos de X estéo
em 7i.
Como sabemos que tal conjunto existe?

7.5.3 Assuma que z,, —= 2. Tome uma vizinhanca aberta V de x na topologia 7y;. Pela definicio de
T, sabemos que existe N tal que
n>N=uz,€eV.

7 .. . ’ . T,
Como V é uma vizinhanca aberta qualquer, isso é o mesmo que dizer que z, —= x.

8.3.1 A componente conexa do ponto x, é a unido de todos os conjuntos conexos que contém z. Desta
forma, nao existe nenhum conexo contendo x que seja “maior” que a componente conexa.
Denotando por C, a componente conexa de x, vale a afirmagao:

CéconexoexeC=CcCC,.
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8.3.2 Pela Proposi¢ao[8.12] a componente conexa de z, C; é um conjunto conexo. Pela Proposigao|8.13
C,, é conexo. Portanto, o
Cy C Cy.

Ou seja, C,, é fechado.

8.3.3 O conjunto nao vazio C'N F' é, na topologia induzida em C, um aberto e fechado. Pela conexidade
de C, temos que C N F = C. Mas isso é o mesmo que C' C F.

8.3.4 Seja F' C X um aberto e fechado. E evidente que

FcC UCQC,

zEF

onde C; é a componente conexa de x. No entanto, o Exercicio [8.3.3]implica que C, C F'. Portanto,

F= ch.

zEF

8.3.5 O Exercicio[8.3.4|ndo nos permite chegar a tal conclusao, mesmo porque a afirmagao é falsalll Veja,
o Exemplo [B:5] que mostra que as componentes conexas de Q, com sua topologia usual, sdo conjuntos
unitarios. Mas os conjuntos unitarios nao sao abertos na topologia induzida de R, pois os abertos de R
contém infinitos pontos de Q.

8.3.6 Os intervalos s@o conexos. Se C' é uma componente conexa do aberto, entdo, para cada a € C,
existe um intervalo J, aberto em [0,1], com a € J C A. Por terem o ponto a em comum, a Proposigdo
8.12| garante que JUC C A é conexo. Pela maximalidade de C, JUC = C. Ou seja, J C C. E portanto,
C' é vizinhanca de a. Como a € C' é um ponto qualquer de C, temos que C ¢ aberto.

8.3.7 Se J C R é um intervalo, entdo é conexo, e pela Proposigao [8:I8] J" é conexo. Se C é uma
componente conexa do aberto, entdo, para cada a € C, existe um intervalo aberto J C R, coma € J" C A.
Por terem o ponto a em comum, a Proposigao [8.12| garante que J* UC C A é conexo. Pela maximalidade
de C, J"UC = C. Ouseja, J" C C. E portanto, C é vizinhanca de a. Como a € C' é um ponto qualquer
de C, temos que C é aberto.

8.3.8 O enunciado da proposigao assume que os conjuntos C) sao conexos. Mas esses conjuntos sao
conexos em X se, e somente se, forem conexos em |JCy. De fato, s6 o que interessa é a topologia
induzida em C), que é a mesma em ambos os casos. Da mesma forma, o conjunto | JC) é conexo em X
se, e somente se, for conexo na topologia induzida.

Ao assumirmos que o espago é [ JCy, o enunciado da proposigio fica da seguinte forma:

Seja C\ uma familia de subconjuntos conexos do espago topoldgico |JCy, tal que existe
¢ € [\ Cx. Entao |JC) é conexo.

Pelo argumento anterior, as hipoteses dessa nova forma sao equivalentes a hipétese de os C' serem conexos
em X, e a conclusao é equivalente a | J C) ser conexo em X. Ou seja, ambas as formas sdo equivalentes.

8.3.9 Sabemos que F' é aberto e fechado. Na topologia induzida em C), os abertos sao conjuntos da
forma C\ N A, onde A C X é um aberto. O mesmo vale para os fechados. Assim, na topologia induzida
em C), o conunto C N F' é aberto e fechado, ji que F' é aberto e fechado em X.

No entanto, ndo podemos concluir que C\ N F' é aberto em X. Também nao podemos concluir que é
fechado em X.

Note que X é aberto e fechado em X. Mas dado um conjunto qualquer C' C X — por exemplo,
um que nao seja aberto ou fechado — nao podemos concluir que C' = C' N X ¢é aberto e fechado em X.
Podemos apenas concluir que C' é aberto e fechado em C'!

8.3.10 O enunciado da proposigdo assume que o conjunto C é conexo. Mas esses conjunto é conexo em
X se, e somente se, for conexo em D. De fato, s6 o que interessa é a topologia induzida em C, que é a
mesma em ambos os casos. Da mesma forma, o conjunto D é conexo em X se, e somente se, for conexo
na topologia induzida.

Ao assumirmos que o espago é D, o enunciado da proposicao fica da seguinte forma:
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Seja C' uma subconjunto conexo do espaco topolégico D, tal que D = C. Entdo D é conexo.

Pelo argumento anterior, as hipéteses dessa nova forma sao equivalentes a hipétese de C' ser conexo em
X, e a conclusao é equivalente a D ser conexo em X. Ou seja, ambas as formas sao equivalentes.

8.4.1 Tome X = R?, C = P, do Exemplo|8.24]e D = P,U{(0,1)}. Como j4 foi demonstrado no Exemplo
D nao é conexo por caminhos, mas C e C sao.

8.4.2 Ao invés de tomar X = R2, basta tomar X = D no Exercicio m

8.4.3 Escolha ¢ € B, NP’ distinto de p. E fcil ver que p nao pertence & componente conexa de g, pois p
e ¢ podem ser separados por [0,7) xR e (r, 1] x R, onde r é um irracional entre 0 e a primeira coordenada
de q.

8.4.4 Vamos chamar de X o espago topoldgico em questao. Primeiramente, precisamos mostrar que a
definicao “maior conexo por caminhos que contém a” faz sentido. Para tanto, basta observar que a uniao
de conjuntos conexos por caminhos que contém um ponto em comum a é conexa por caminhos. Sendo

assim,
D= U E.

E: conexo por caminhos
acE

Se C' é a componente conexa por caminhos que contém a, entdo, evidentemente, D C C, pois todos os
pontos de D podem ser ligados a a por um caminho. Por outro lado, C' é conexo por caminhos. De
fato, se ¢,d € C, entao existe um caminho em X que une ¢ a a, e um que une a a d. Observe que este
caminho estd em C, pois cada ponto do caminho pode ser ligado a a. Agora, basta concatenar esses dois
caminhos, utilizando a Proposi¢ao para obter um caminho em C ligando ¢ a d. Ou seja, C C D.

8.4.6 Mostrou-se que a imagem inversa de uma vizinhanca de (f x g) (%) é uma vizinhanca de %, pois
1+

a 1

2<2< 3

8.4.7 Suponha que a componente conexa tenha um outro ponto (a,b), com a # 0. Basta escolher um
irracional r com 0 < r < a, para ver que os conjuntos

U= (—oo,r) xReV =(r,o0) xR
particionam o conjunto B, N P’, que é um subconjunto de
({0} UK) xR.

8.4.8 Note que
P,=PnN(0,00) xR

é um aberto de P. Como f é continua, o resultado segue.

8.4.9 Seja t € f~1(P;). Entdo, f(t) = (0,a), com a > 0. Tome uma bola B centrada em (0, a), de raio
2. Como f~1(B) é aberto de [0,1], existe um intervalo aberto I de [0,1] contendo ¢, tal que f(I) C B.
Como I é conexo, f(I) estd na componente conexa de B que contém (0,a). Em particular, f(I) C P,
(veja o Exercicio . Ou seja, f~1(Py) D I é vizinhanga de t. Por ser vizinhanca de todos os seus
pontos, f~1(P;) é aberto.

8.4.10 Se f:[0,1] — P é um caminho qualquer, entao, pelos Exercicios el8.4.90 f~Y(P) e fHP)
sdo abertos disjuntos cuja unidao é [0,1]. Como [0, 1] é conexo, sabemos que um dos dois conjuntos é
vazio. Ou seja, nenhum caminho f pode unir pontos de P; e Ps.

8.5.1 Seja C' uma componente conexa. Tome a € C. Por ser um espago localmente conexo, existe uma
vizinhanga V' de a conexa. Pela maximalidade da componente conexa C, temos que V C C. Ou seja, C
é vizinhanca de a.

8.5.2 Evidentemente que se as componentes conexas sao abertas, entao todo ponto possui uma vizinhanga
conexa. Suponha que todo ponto possui uma vizinhanga conexa. Seja a um ponto qualquer, e C' sua
componente conexa. Se V é uma vizinhanca conexa de a, entdo, pela maximalidade de C, temos que
V c C. Ou seja, C é uma vizinhanga de a.
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8.5.3 Seja C' uma componente conexa por caminhos. Para cada a € C, existe uma vizinhanga V de a
que é localmente conexa por caminhos. Mas entao, o conjunto C' UV é conexo por caminhos. E pela
maximalidade de C, C = CUV. Ou seja, V C C. Assim, as componentes conexas por caminhos sao
abertas. Por outro lado, se a ¢ C, entao, por um argumento semelhante, vemos que C° é um aberto. Ou
seja, C' é fechado.

8.5.4 Seja C' uma componente conexa, e seja D uma componente conexa por caminhos que intersecta C.
Como D é conexo, temos que D C C. Pelo Exercicio [8.5.3] as componentes conexas por caminhos sao
abertas e fechadas. E portanto, pelo Exercicio C cD.

8.5.5 A demonstragido de que C é aberta é feita como na proposi¢dao. Tomando b € C¢, escolhemos uma
vizinhanga conexa por caminhos V de b. Agora, nenhum elemento de V pode ser ligado a a, pois isso
contrariaria o fato de a nao poder ser ligado a b. Assim, vemos que b € V C C° Ou seja, C° é um
aberto, e pela conexidade de A, é vazio.

Comparacao: Na demonstragao da proposicao, utilizamos o fato de as componentes conexas por
caminhos serem conjuntos disjuntos, enquanto que na demonstragao alternativa, mostramos que V e C'
sao disjuntos. Os argumentos para mostrar essas duas coisas é exatamente o mesmo. Essencialmente, é
tudo a mesma coisa. .. :-)

8.5.6 Vamos mostrar apenas que P, nao é localmente conexo por caminhos. No enunciado nio diz,
mas basta mostrar que P, também ndo é localmente conexo! Basta notar que as vizinhancas de (0, 1)
intersectam um ndmero infinito de “dentes do pente”, mas que no entanto, se essas vizinhancas nao
intersectarem (0, 1] x {0}, ndo serdo conexas, e portanto, ndo serdo conexas por caminhos.

Sim, P, é localmente conexo por caminhos. De fato, é localmente conexo, pois cada “dente do pente”
pode ser isolado um do outro com um aberto.

8.5.7 Seja a € A. Tome uma base B de vizinhancas de ¢ em X conexas por caminhos. Faga
Bs={BeB| BcC A}.

Como A é aberto, B4 é uma base de vizinhangas de a tanto em X como em A (por que?). Como os
elementos de B4 sao conexos por caminhos, A é localmente conexo por caminhos.

9.1.1 Veja a Proposicao 9.8
9.1.2 Veja a Proposicao

9.1.3 Veja a Proposicao [0.11}

9.1.4 Seja U uma cobertura aberta de K. Entao, como U cobre cada um dos Ki,...,K,, existem
subcoberturas finitas U, ... ,U, para cada um desses compactos. Mas entao,

n

Uu;cu

j=1

¢é uma cobertura finita de K.

9.1.5 Toda cobertura de K, U C 7x induz a cobertura Y NU C Y N 7x. Assim, se K é compacto em
Y N 7x, existe uma subfamilia finita U’ C U tal que Y NU’ cobre K. Mas isso implica que U’ cobre K.
Portanto K é compacto em X.

Por outro lado, toda familia ¥V C Y N 7x é da forma

vV=Ynu

para alguma familia Y C 7x. Portanto, se V cobre K, U também cobre. Se K é compacto na topologia
Tx, entao U possui uma subcobertura finita U’. Mas entdo, Y NU’ C V é uma subcobertura finita para
K.

9.1.6 Basta fazer Y = K no Exercicio [0.1.5

9.2.1 f(z)= 1.
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9.2.2 Pela Proposicao £([0,1]) é um conjunto compacto, e portanto, pelo Exemplo nao pode ser
ilimitado.

9.2.3 Sabemos que
Uu
veu

tem uma subcobertura finita Uy, ..., U,. Mas cada U; pertence a algum Uy,. Em particular,

XCUU---UU, C (qul)umu(UuW).

9.2.4 Suponha que vale para n < k < 2. Vamos mostrar que vale para n = k + 1.

Pelo Exercicio[7.3.9) X = X; x - -+ x X,, é homeomorfo a X; X - -+ x (X,—1 x X,,). Como (X,,_1 x X,) é
compacto, temos que X é homeomorfo ao produto de n — 1 espagos compactos. Pela hipdtese de indugao,
X é compacto.

9.3.1 Nao, pois se sup [M| < m < oo, temos que f(M) C f([-m,m]), e este dltimo é limitado pela
compacidade de [—m,m], juntamente com a Proposi¢ao

9.3.2 Nao, pois ¢g((0,1)) estd contido em ¢([0,1]) que é compacto e portanto limitado. No entanto,
£((0,1)) é um conjunto ilimitado.

9.3.3 Compacidade é uma propriedade que depende apenas da topolgia induzida. Um conjunto K C X
é compacto na topologia de X se, e somente se, ¢ um espago topolégico compacto quando considerada a
topologia induzida.

Assim, os subconjuntos de Q compactos, sdo os subconjuntos compactos de R formados apenas por
elementos de Q. Ou seja, sao conjuntos limitados e fechados em R.

9.3.4 Veja a demonstragao da Proposigao [9.33
9.3.5 Para que K C R seja compacto, é necesséario que sup K < co. Caso contrério,
{(-=o0,n) | n €N}

é uma cobertura sem subcobertura finita.

Vamos mostrar que K é compacto se, e somente se, sup K € K. De fato, se sup K € K, entao toda
cobertura aberta de K deve conter um conjunto da forma (—oo,a), com a > sup K. Neste caso, este
conjunto sozinho cobre K. Por outro lado, se sup K ¢ K, entao a familia formada pelos conjuntos da
forma, (—oo, sup K — %) é uma cobertura aberta de K sem subcobertura finita.

9.3.6 Para ver que uma aplicagao continua sempre atinge o maximo, basta notar que f(X) é um conjunto

compacto, e que pelo Exercicio sup f(X) € f(X).
Para um contraexemplo, faca X = (0, 1] também com a topologia do Exercicio m Entao, id é
continua, X é compacto pelo Exercicio [9.3.5] mas id nao atinge o minimo.

9.3.7 Para cada a € R, os conjuntos da forma [a,a+¢€), com € > 0 formam uma base de vizinhangas de a.
Portanto, x, — 2 exatamente quando para todo € > 0, existir N tal que n > N =z, >z e x, —x < €.

9.3.8 Como a topologia usual é gerada por conjuntos da forma (a, b), basta mostrar que esses conjuntos
estdao em tau. Mas de fato,
°° 1
a,b) = a+—,b]).
@n=U 0+ 10)

9.4.1 Considere as projegoes m1(x,y) = = e ma(z,y) = y. Como sdo continuas, 71(K) e m(K) sdo
compactos de R. Além disso, K C m(K) x ma(K).

9.4.2 O conjunto vazio. Os compactos de R™ sdo fechados pelo Teorema [0.19] Os tinicos conjuntos que

sao abertos e fechados ao mesmo tempo sao ) e R™. Desses, o tinico limitado é @), que é evidentemente
compacto.

102



9.5.1 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

9.5.2 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

9.5.3 Ser ou nao completo ndo é uma propriedade topolégica. O Exercicio por exemplo, mostra
um espago topoldgico que em uma métrica é completo, e na outra, nao.

9.5.4 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

9.5.5 Para todo k, x estd em Fj, que é o fecho de {z, | n > k}. Assim, toda bola centrada em x
intersepta o conjunto {z, | n > N}. Ou seja, podemos tomar nj como indicado, e ainda por cima,
ng > k — oo.

9.5.6 Queremos construir uma subsequéncia. Para que seja subsequéncia, é necessario que ny — oco. Caso
contrario, corremos o risco, por exemplo, de ter 1 = z e construirmos uma “subsequéncia” constante
T1,%1,%1,- .-, que nao tem nenhuma relagao com o comportamento de x,, quando n — co.

9.5.7 Seja
Fy ={x,| n>N}.

Os conjuntos Fy formam uma sequéncia decrescente de fechados nao vazios. Pela compacidade de X,
sabemos que o limite F' = (\_, Fy ndo pode ser vazio. Portanto, existe z € F.

Seja B, = {B,| k=1,2,...} uma base enumerdvel de vizinhancas encaixantes de z (veja a
Proposigao . Escolha ny tal que z,, € Bj. Entao, a sequéncia z,, ¢ uma subsequéncia de z,
que converge para .

9.5.8 A resposta depende de como vocé resolveu o exercicio. A esséncia da demonstracao é a existéncia
de uma base de vizinhancas encaixantes. Precisamos que para cada vizinhanga V' de um determinado
ponto x, x, € V para todo n suficientemente grande.

Quando tomamos vizinhancas encaixantes B,, 2 B, e escolhemos z,, € By, entao x,, € By para
todo k > N, e nao apenas para k = N.

Mas nao adianta ter apenas vizinhangas encaixantes. E necessdrio que os tais B,, formem uma base
de vizinhancas de algum ponto z. E essa condicao que garante que dada uma vizinhanca V' qualquer de
x se tenha N tal que

k>N =2, € By CV.

9.5.9 Este post http://math.stackexchange.com/questions/152447/
compactness-sequentially-compact tem exemplos de compactos que nao sao sequencialmente
compactos e vice-versa!

9.6.1 Se y € X ¢ diferente de x, entao existe uma vizinhanga V' de y e uma vizinhanga U de x tais que
V NU = 0. Em particular, z ¢ V. Ou seja, {x}° é aberto.

9.6.2 Tome um conjunto X qualquer com mais de um elemento. A topologia {0, X} ¢é tal que nenhum
conjunto unitario é fechado.

9.6.3 E evidente que z € V para todo V € V (z), portanto, a inclusdo C é clara. Por outro lado, se
y & {z}, entdo existe V € V(z) e U € V(y) tais que UNV = (. Em especial, y ¢ V. Portanto,

y €NV (x).

9.6.4 Se V(z) ¢ finito, entdo (| V (z) é uma vizinhanga de x. Pelo Exercicio {z} é uma vizinhanca
de z. Ou seja, {z} é aberto.

9.6.5 E evidente que x € V para todo V € V(x), portanto, a inclusio C é clara. Por outro lado, se
y & {x}, entdo existe V € V(z) e U € V (y) tais que U NV = (. Em especial, y € V C U°.

9.6.6 Definicao alternativa:

Dados dois pontos distintos x,y € X, existem abertos disjuntos A e B, com z € Aey € B.
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E evidente que um tal espaco é Hausdorff de acordo com a Deﬁrgigéo Por outro lado, se existem
UeV(z)eV eV(y) disjuntos, entdo, basta tomar A=U e B=1V.

9.6.7 A aplicagao identidade id : (X, 7.) — (X, 75,) é uma bijecao continua, pois 75, C 7.. Pela Proposigao
é um homeomeorfismo. Ou seja, 7, = 7.

9.6.8 O conjunto X é compacto Hausdorff com a topologia produto. A topologia produto é estritamente
mais fraca que a topologia considerada. Pela rigidez compacto-Hausdorff, nessa topologia, X nao pode
ser compacto.

9.6.9 E imediato da nossa definicao de fechado e de fecho: Definigoes e E fechado se, e somente
se nenhum y diferente de z estd no fecho. E y nao estd no fecho quando existe V € V (y) tal que = ¢ V.

9.6.10 Tome X = {z,y} com a topologia 7 = {0, X, {z}}.

9.7.1 Se X €V, entdo {X} C V é uma subcobertura finita.

9.7.2 Usamos o fato de que V' € B pode ser escrito da forma
V=Vvin---nV,

para Vi,...,V, € S, com n > 1. Mas isso nao é verdade quando V = X. De fato, X é o tnico conjunto
de B que pode nao ser da forma Vi N---NV,.

9.7.3 Se U; C V; é uma subcobertura finita, entdo, U; \ {V;} cobre X \ V;. Portanto,

U\ {V;})

1

J

n

cobre
UE\V) =X\ (1hn-nv).
Ou seja,
{Viu U(Uj\{Vj})={Vlﬂ-~-ﬂVn}U U(Uj\{Vj})

¢ uma subfamilia finita de U e cobre X.

9.7.4 Na demonstracdo, como b € | JU, podemos concluir que existe x > b tal que (—oo,x) € U. Mas se
o intervalo é da forma [a,b), ndo podemos ter certeza de que b é coberto pela familia U.

9.8.1 Sabemos que espagos discretos sdo compactos se, e somente se, sao finitos. Pelo Teorema [9.41
{0, 1}N é compacto. Como também ¢é infinito, ndo pode ser discreto.
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