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Motivagao e Definicao

Definicao (Fluxo)
p:TxX—=>X
T=R ou T=7Z%

¢t2 © ¢t1 — ¢t1+t2
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Pontos transientes

Pontos que nao pertencem aos platés
de alguma decomposicao de Morse,
%> sao chamados de transientes.
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Definicao (w*-limite)

Da mesma forma, w*(x) é o conjunto de todos os pontos y, tais
que existe uma seqiéncia t, — —oc tal que ¢""(x) — y.
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Propriedades dos Fluxos

Conjuntos Limites (w-limite)

Observacao
Uma das condi¢coes da decomposicao
de Morse, é que w(x) e w*(x) estejam
contidos em algum platd.

Observacao

Outra condicao, € que se ambos os
limites estiverem em um mesmo
plato, entdo, x também pertence a
este platd.
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Recorréncia (R)

Defini¢cao (Pontos recorrentes)

R={xeX|xecwx)}
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Propriedades dos Fluxos

Recorréncia por Cadeias (R°)

Definigcao (Pontos recorrentes por cadeias)

RC={xeX|xeQx)}

Observacao

| A\

R C RE
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Recorréncia por Cadeias e Decomposicao de Morse

Seja M = {My, ..., My} a familia dos platés de uma
decomposicdo de Morse. Entao,

| A\

Proposicao
Se M = {My,...,M,} for a decomposicao de Morse mais fina,
entao,
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Fluxos Lineares no Projetivo

Descricao do Problema

Acéo de g' C GI(R") em P~

g: Pt Pl
M = ']

Caso continuo (T = R)

Vamos considerar g! = eX € GI(R") para algum X ¢ gl(R").

Caso discreto (T = 7Z)

Para qualquer g € GI(R"), g! =g...g.
———
t vezes
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Decomposicao de Jordan

Decomposicao de Jordan Aditiva

Proposicao (Decomposicao de Jordan Aditiva)

Seja X € gl(R"). Entao, X pode ser decomposto em
X=E+H+N,

onde £, H e N comutam e sao respectivamente b
hiperbdlico e nilpotente.
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Decomposicao de Jordan Aditiva

Proposicao (Decomposicao do Fluxo )

O fluxo gt = eX pode ser escrito

g' = elhtut.
Onde c' = e!", ht = e e u' = e comutam e sdo
respectivamente (multiplicativo), hiperbdlico

(multiplicativo) e unipotente.
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Decomposicao de Jordan Aditiva (exemplo)

—1 0 1 00
10 | = +( 0o -1 0 ]+0
0 02 0 02
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—1 0 1 0
10 | = + 10
0 02 2
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Definicao (Decomposigao de Jordan Multiplicativa)

Todo g € GI(R") pode ser decomposto em
g = ehu,

onde e, h e u comutam e sdo respectivamente
(multiplicativo), hiperbdlico (multiplicativo) e unipotente.
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Fluxo Eliptico

Todos os pontos de P! so recorrentes por ¢'.

Demonstracao.

Para v € P"~', &”'v é uma seqiiéncia em P"~' e possui
subseqiiéncia convergente a algum w € P"~'. Assim, dado
k > 0, existem [l e my, tais que my > k + Iy e

1 1
| V—W|<ﬂ e | V—W|<ﬂ.
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Fluxo Eliptico

Todos os pontos de P! so recorrentes por ¢'.

Demonstracao.

1
le*v — v| < PR 0.

Como &' é isometria,
v v| < 1 —0
p :
O resultado segue, pois my — Iy > k — .
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Todos os pontos de P"~' sdo recorrentes por cadeias pela
acao de u'.

Demonstragao.

Temos u! = eV, Sejam > 0talque N™v #0e Nty = 0.
Para t — +oo,

troa | m m!
e AT

N1v+...+N’"v] — [N™v] .
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M =A{PVq,...,PV4} é a decomposi¢cao de Morse minimal.

Demonstracao.
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v,+...+<f\\i>t\q] — [vi] (t = o0)

htv] = [A,tv,- 4+ 4 )\}vj}
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M ={PVq,...,PVy} é a decomposi¢cao de Morse minimal.

Demonstracao.
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htv] =
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Fluxo Hiperbolico

M={PV;,..

Demonstracao.

Sejav=vj+---+v,comy e Vgev,v #0.

.,PV4} é a decomposigao de Morse minimal.

Aj

hv = L

)tv/-] — [vi] (t = o0)

N
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M =A{PVq,...,PV4} é a decomposi¢cao de Morse minimal.

Demonstracao.

Assim,

RCCPV1U~-UIP’VO'.
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Casos Especificos

Fluxo Hiperbolico

M =A{PVq,...,PV4} é a decomposi¢cao de Morse minimal.

Demonstracao.

Assim,
RC c PV, UH-UPVO’.

Como todos os pontos de PV sao fixos, sdo também
recorrentes por cadeias. Ou seja,

RC =PV, U---UPV,.
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Caso Geral

Transiéncia e Recorréncia (caso geral)

Motivados pelos casos anteriores, determinamos a
decomposicao de Morse minimal de um fluxo linear arbitrario
sobre 0 espacgo projetivo.
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Caso Geral

Transiéncia e Recorréncia (caso geral)

Motivados pelos casos anteriores, determinamos a
decomposicao de Morse minimal de um fluxo linear arbitrario
sobre 0 espacgo projetivo.
Sejam,

e gl =e'hlul.
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Caso Geral

Transiéncia e Recorréncia (caso geral)

Motivados pelos casos anteriores, determinamos a
decomposicao de Morse minimal de um fluxo linear arbitrario
sobre 0 espacgo projetivo.
Sejam,

e gl =e'hlul.

@ )\ > --- > \y 0s auto-valores (reais positivos) de h'.
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Caso Geral

Transiéncia e Recorréncia (caso geral)

Motivados pelos casos anteriores, determinamos a
decomposicao de Morse minimal de um fluxo linear arbitrario
sobre 0 espacgo projetivo.

Sejam,
e gl =e'hlul.
@ )\ > --- > \y 0s auto-valores (reais positivos) de h'.
@ Vi,..., Vyos auto-espacos de h! relativos aos

auto-valores \y > --- > \g.
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Caso Geral

Caso Geral

Proposigcao (Decomposicao de Morse)

M ={PVy,...,PV,} é uma decomposicdo de Morse de g'.
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Caso Geral

Caso Geral

Proposigcao (Decomposicao de Morse)
M ={PVy,...,PV,} é uma decomposicdo de Morse de g'.

Dado que M = {PV4,...,PV4} é uma decomposicao de Morse
de g!, temos que

d
RE c | PV, =fix(h").
i=1

A
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Caso Geral

Caso Geral

Proposigao (Decomposicao de Morse)

M ={PVy,...,PV,} é uma decomposicdo de Morse de g'.

Dado que M = {PV4,...,PV4} é uma decomposicdo de Morse
de g!, temos que

d
R c | PV, =fix(h").
i=1

Proposicao

RC = fix(h).
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Caso Geral

Caso Geral

Proposigcao (Decomposicao de Morse)

M ={PVy,...,PV,} é uma decomposicdo de Morse de g'.

Proposigao

RC = fix(h").

Sabemos que
R c RY(g") = fix(h).
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Caso Geral

Caso Geral

Proposicao (Decomposicao de Morse)
M = {PVy,...,PV4} é uma decomposigdo de Morse de g'.

RC = fix(h).

<

R = fix(h') N fix(u').

V.

N
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Exemplo

Exemplo em SI(R3)
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Exemplo

Exemplo em SI(R3)
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Exemplo

Exemplo em SI(R3)
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Definicoes

Grasmaniana e Flag

Definicao (Grasmaniana)

Considere R" e d < n. O conjunto de todos os sub-espagos de
R" de dimens&o d é denotado por Gry(R"). Este € um espaco
topologico, e € chamado de grasmaniana.
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Definicoes

Grasmaniana e Flag

Definicao (Grasmaniana)

Considere R" e d < n. O conjunto de todos os sub-espagos de
R" de dimens&o d é denotado por Gry(R"). Este € um espaco
topologico, e € chamado de grasmaniana.

Observacao

| \

O grupo GI(R") age naturalmente nas grasmanianas, pois leva
espacos de dimensao d em espacos de dimensao d.

N
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Definicoes

Grasmaniana e Flag

Definicao (Flag)

Seja G C GI(R") um sub-grupo de Lie semi-simples, e
F C Grg(R") um sub-conjunto compacto onde G age
transitivamente. Neste caso, dizemos que F € um flag.
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Definicoes

Exemplo

Exemplo (A grasmaniana € um flag)

O conjunto Grg(R") € uma grasmaniana, onde G = SI(R").
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Definicoes

Exemplo

Exemplo (Flags classicos)
Seja F o conjunto de todas as seqiiéncias de subespacgos

Vi C---C V,=R", onde dim(Vj) = k.
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Definicoes

Exemplo

Exemplo (Flags classicos)
Seja F o conjunto de todas as seqiiéncias de subespacgos

Vi C---C V,=R", onde dim(Vj) = k.

Entao, SI(R") age em F. Cada (V4,..., V,) € F pode ser
identificado com o espago de todas as transformagdes que em
uma base fixada v, ..., v,, com v, € Vi, sao da forma

C gl(R™).
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Definicoes

Exemplo

Exemplo (Flags classicos)
Seja F o conjunto de todas as seqiiéncias de subespacgos

Vi C---C V,=R", onde dim(Vj) = k.

Entao, SI(R") age em F. Cada (V4,..., V,) € F pode ser
identificado com o espago de todas as transformagdes que em
uma base fixada v, ..., v,, com v, € Vi, sao da forma

C gl(R™).

Ou seja, F C Gr(eyn)/2(al(R")).
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Mergulho de Pliicker

Mergulho de Plicker

Definicao (Mergulho de Plicker)
O seguinte mergulho é chamado de mergulho de Pliicker.

i: GrgR") = PB(A4R7)
(Vi,...,Vg) = [vi A A vyl

A
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Mergulho de Pliicker

Mergulho de Plicker

Definicao (Mergulho de Plicker)
O seguinte mergulho é chamado de mergulho de Pliicker.

i: GrgR") = PB(A4R7)
(Vi,...,Vg) = [vi A A vyl

Definicéo (Representacdo de GI(R") em GI(/A4R"))

p: GIR") — GI(A,R")

g = p(@): AgR” - AgR”
ViA-AVg = gV A~ AgQVy

N
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Mergulho de Pliicker

Mergulho de Pliicker (equivariancia)

O mergulho de Pliicker é tal que o diagrama abaixo comuta:

t
Grg(R") —2— Grgy(R")

| |

P(AgR") 2L P(ALRT)
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Mergulho de Pliicker

Mergulho de Pliicker (equivariancia)

O mergulho de Pliicker é tal que o diagrama abaixo comuta:

t
Grg(R") —2— Grgy(R")

| |

P(AgR") 2L P(ALRT)

Observacao

Ou seja, podemos identificar o fluxo gf em Gry(R") com a
restricao de p(g)" a i(Grg(R")).
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Mergulho de Pliicker

Problemas com Fluxos Mergulhados

Propriedades como recorréncia por cadeias nao sao herdadas
quando consideramos a restricao de um fluxo a um conjunto
invariante.

7\
N
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Mergulho de Pliicker

Problemas com Fluxos Mergulhados

Propriedades como recorréncia por cadeias nao sao herdadas
quando consideramos a restricao de um fluxo a um conjunto

7\, 7\
N
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Mergulho de Pliicker

Problemas com “sub-grupos”

Observacao

Quando um sub-grupo G C GI(R"”) age em um subconjunto

F c P"™', ndo podemos garantir que dado g' = e'hu’ € G, as
componentes de Jordan de g! também pertencem a G.
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Mergulho de Pliicker

Problemas com “sub-grupos”

Observacao

Quando um sub-grupo G C GI(R"”) age em um subconjunto

F c P"™', ndo podemos garantir que dado g' = e'hu’ € G, as
componentes de Jordan de g! também pertencem a G.

Observacao

Este fato é verdade quando G C GI(R") € um subgrupo de Lie
conexo semi-simples.

| \
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Recorréncia e Recorréncia por Cadeias

Componentes de Jordan de um Elemento do Grupo

Observacao

Seja g! = ¢'htu’ € G. Sabemos que &', ht, u' € G.
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Recorréncia e Recorréncia por Cadeias

Componentes de Jordan de um Elemento do Grupo

Observacao

Seja g! = ¢'htu’ € G. Sabemos que &', ht, u' € G.

Proposicao

A decomposicdo de Jordan de p(g)' é dada por
p(9)" = p(e) p(h)p(u)".
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Recorréncia e Recorréncia por Cadeias

Recorréncia

Observacao

Um ponto em i(F) € recorrente quando for recorrente em
P(AgR").
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Recorréncia e Recorréncia por Cadeias

Recorréncia

Um ponto em i(F) € recorrente quando for recorrente em
P(AgR").

Riwy(p(9)") = fixigey(p(M)") N ixie (p(u)").

A\
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Recorréncia e Recorréncia por Cadeias

Recorréncia

Observacao

Um ponto em i(F) € recorrente quando for recorrente em
P(AgR").

| \

Proposicao

Riwy(p(9)") = fixigey(p(M)") N ixie (p(u)").

Re(g") = fixg(h') N fixe(u).

N
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Recorréncia e Recorréncia por Cadeias

Recorréncia por Cadeias

Observacao
Em geral, sabemos que

Riir(p(9)") € RE(p(g))Ni(F) = fix(p(h) )Ni(F) = fixiz)(p(h))-
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Recorréncia e Recorréncia por Cadeias

Recorréncia por Cadeias

Observacao
Em geral, sabemos que

Riir(p(9)") € RE(p(g))Ni(F) = fix(p(h) )Ni(F) = fixiz)(p(h))-

Proposigcao

Rty (p(9)") = fixie) (o(h)").
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Recorréncia e Recorréncia por Cadeias

Recorréncia por Cadeias

Observacao
Em geral, sabemos que

Riir(p(9)") € RE(p(g))Ni(F) = fix(p(h) )Ni(F) = fixiz)(p(h))-

Proposigcao

Rty (p(9)") = fixie) (o(h)").

Proposicao

RE(g") = fixa(h").
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André Caldas <andre.em.caldas@gmail.com> \
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